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VORWORT.

Das Problem des Zufalls ist an sich ein metaphysisches Pro-
blem. Es ist es wenigstens, wenn wir Metaphysik als die Theorie
des Geschehens auffassen. Die Behandlung des Zufalls scheint
daher auch nur nach den alten metaphysischen Methoden md&g-
lich, ndmlich so, daf fiir das Geschehen in der Welt eine inner-
liche Erklarung gesucht wird. Je nachdem, wie diese Erklarung
ausfallt, wird die Existenz des Zufalls bejaht oder verneint wer-
den. Auf diese Weise soll aber das Problem des Zufalls hier nicht
behandelt werden. Vielmehr soll gerade die naturwissenschaftli-
che Methode auf dieses Problem angewendet werden. Diese Me-
thode hat im Gegensatz zu der Metaphysik der alten Schulphi-
losophie das Bezeichnende, daf sie iiber den Bereich der Er-
fahrung nicht hinausgeht. Sie besteht zunéchst darin, dafs die
Erscheinungen, die sich unserer Erfahrung darbieten, sorgfiltig
beobachtet und geordnet werden, indem wir verwandte Erschei-
nungen zusammenfassen, das Gemeinsame an ihnen heraushe-
ben und, wenn wir eine stiandige Wiederkehr einer gewissen Ge-
meinsamkeit beobachten, diese als eine Gesetzméabigkeit in den
Erscheinungen aufzeichnen. Nach dieser Methode haben wir ver-
sucht auch hier vorzugehen. Es handelt sich dann nur darum, die
Erscheinungen herauszugreifen, die wir als zuféllige bezeichnen,
und das Gemeinsame an ihnen zu suchen. Dieses Gemeinsame



Vorwort. v

wiirde innerhalb der Grenzen der Beobachtung das Wesen des
Zufalls ausmachen.

Die naturwissenschaftliche Methode geht aber doch noch
weiter, indem sie sich ein bestimmtes Bild von den Vorgangen zu
machen sucht, die als von gleicher Art zusammengefafst werden.
Dieses wird erreicht, indem man einen besonders einfachen oder
iibersichtlichen Vorgang unter den zu einer Gruppe zusammen-
gefafsten herausgreift oder indem man zu den wirklich beobach-
teten noch einen erdichteten Vorgang, ein schematisches Bild,
das alle gemeinsamen Ziige der wirklich beobachteten Vorgéan-
ge zeigt, hinzufiigt. Auf der Herstellung solcher schematischer
Bilder beruht wesentlich die Anwendung der Mathematik auf
Naturvorgiange. Diese Anwendung der Mathematik bildet auch
fiir uns den Hauptzielpunkt. Deswegen sind wir auch hier auf die
Herstellung schematischer Bilder fiir die als zuféllig bezeichneten
Vorgénge angewiesen. Auf ihnen baut sich die sogenannte Wahr-
scheinlichkeitsrechnung auf, so wie sie sich im Laufe der drei letz-
ten Jahrhunderte entwickelt hat. Bei dieser Entwickelung sind
allerdings lange Zeit auch ontologische Gesichtspunkte mafsge-
bend gewesen, wenngleich dies selten unumwunden eingeraumt
wurde. Erst die um die Mitte des vorigen Jahrhunderts (man
kann sagen, mit J. F. Fries’ Versuch einer Kritik der Prinzipi-
en der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Braunschweig 1842) einset-
zende Kritik hat nach und nach die ontologischen Bestandteile
als solche erkannt und nach Moglichkeit ausgeschieden.

Die Begriffe sind aber auch heute noch nicht so geklart, dafs
sie keiner weiteren Erorterung mehr bediirfen. Deswegen schien
es in der vorliegenden Darstellung geboten, mit der grofiten Vor-
sicht vorzugehen und den begrifflichen Erorterungen einen brei-
teren Raum zu gewadhren. So sind, rein duferlich genommen,
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die mathematischen Entwickelungen nur auf einen kleinen Teil
des Buches beschrankt, und hierin liegt vielleicht ein gewisser
Vorzug, da auf diese Weise auch der Leser, der in der Mathe-
matik weniger zu Hause ist, auf seine Rechnung kommen kann,
wenn er nur die wenigen Kapitel, welche die eigentlichen ana-
lytischen Entwickelungen enthalten, iberschlagt. Was das Buch
an begrifflicher Kldrung zu geben sucht, wird er auch so im vol-
len Umfange finden. Uber ein gewisses Maf hinaus liefen sich
leider die mathematischen Ableitungen nicht vereinfachen. Ich
habe sie auf das Notwendigste beschrinkt und mich bemiiht,
nur die gewohnlichsten Elemente der hoheren Analysis als be-
kannt vorauszusetzen, und wenn jemand sich die Miihe machen
sollte, das, was er an analytischen Entwickelungen hier findet,
durch die Literatur hindurch zu verfolgen, so wird er feststel-
len kénnen, daf durch diese kurze Zusammenfassung immerhin
eine ziemliche Vereinfachung erreicht ist. Es ist kaum moglich,
ohne eigene ergidnzende Arbeit sich durch die unséaglich verwi-
ckelten und umfangreichen Ableitungen hindurch zu winden, die
an keiner Stelle vereinigt sind und deren Resultate meist benutzt
werden, ohne auf die Ableitung selbst noch einmal einzugehen.
Dadurch geht aber die wirkliche Ubersicht {iber den mathemati-
schen Gehalt dieser Theorie verloren, und eine solche Ubersicht
auf moglichst knappem Raum zu geben, schien nicht ohne Ver-
dienst zu sein.

Es ist vielleicht gut, noch einmal zu wiederholen, dafs es sich
hier nicht um eine Darstellung des Inhaltes der Wahrscheinlich-
keitsrechnung und auch nicht der Disziplin, die wir seit Fech-
ners grundlegendem Werke als Kollektivmaklehre bezeichnen,
handelt, sondern daf wirklich nur die Klarung eines bestimm-
ten Begriffes die Aufgabe sein soll. Hierbei schien es nétig, den
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rein kritischen Standpunkt moglichst zu wahren, selbst wenn auf
diese Weise die schliefllich gewonnenen Resultate in ihrer philo-
sophischen Bedeutung hinter den Erwartungen manches Lesers
zuriickbleiben. Andererseits darf man doch behaupten, daf sich
kaum irgendwo eine Gelegenheit findet, in das Wesen der Dinge
durch exakte Methoden so tief einzudringen wie hier. Es fragt
sich nur, mit welcher Stufe der Erkenntnis man sich zufrieden
geben will. Je kritischer ein Mensch gestimmt ist, um so be-
scheidener und zuriickhaltender wird er sein, wenn er sich das
Eindringen in die Ordnung der Natur zur Aufgabe macht.

Bei den Grenzen, die dem Umfang der vorliegenden Schrift
gesteckt waren, lief es sich nicht vermeiden, dafs manches nur
skizzenhaft geblieben ist. Vielleicht liegt hierin aber kein zu
grofer Fehler, da das Anregen zum eigenen Nachdenken doch
die Hauptaufgabe bleiben mufs und die sehr breit gehaltene
Darstellung der meisten Untersuchungen iiber die Grundlagen
der Wahrscheinlichkeitsrechnung die leitenden Gesichtspunkte
manchmal mehr verhiillt als klar hervortreten léfst. Die Litera-
turangaben, die ich mache, sollen in keiner Weise Vollstandigkeit
beanspruchen, sie sollen nur den Anschluf an die neueren li-
terarischen FErscheinungen auf dem behandelten Gebiete zu
erreichen suchen.

Das Buch lag in der Handschrift vollendet vor, als der Krieg
ausbrach. Was wir seither mit tiefer Erschiitterung erfahren ha-
ben, hat uns eindringlicher als je ,des Zufalls grausende Wun-
der” vor Augen gefiihrt, waltet er doch auch in der todbringen-
den Wirkung der Geschosse. Die Theorie des Zufalls, die wir
hier entwickeln, hat in der Tat auf das Schiefswesen eine frucht-
bare Anwendung gefunden. Ich will nur auf die beiden Werke:
Sabudski-Eberhard, Die Wahrscheinlichkeitsrechnung, ihre
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Anwendung auf das Schieffen und auf die Theorie des Einschie-
fens, Stuttgart 1906, und Kozak, Theorie des Schieltwesens auf
Grundlage der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Fehlertheorie,
Wien 1908, verweisen.

Braunschweig, im Februar 1915.

H. E. Timerding.
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Erstes Kapitel.
Der Begriff des Zufalls.

Was wir als Analyse des Zufalls bezeichnen, bedeutet nicht
den Versuch, in das innere Wesen der Zufallsereignisse an sich
einzudringen, es bedeutet vielmehr den Nachweis, daft auch sie,
wenn wir sie in ihrer Gesamtheit fassen, einer bestimmten me-
thodischen Behandlung fihig sind, und daf auch in diesen zu-
nachst jeder Gesetzmabigkeit zu spotten scheinenden Ereignis-
sen eine gewisse Regelmafigkeit erkennbar ist, wenn wir nicht
das einzelne Ereignis fiir sich, sondern den Einflufs aller gleich
gearteten Ereignisse auf das Weltgeschehen ins Auge fassen. Daf
das Wort Zufall den direkten Gegensatz zu Gesetzméfbigkeit be-
deutet, ist wohl die allgemeine Ansicht. Wir finden sie z. B. in
John Stuart Mills Logik (Buch III, Kap. 17) klar ausge-
sprochen, wo es heifst: ,Von Zufall wird gewohnlich im direkten
Gegensatz zu Gesetz gesprochen. Was, so sagt man, keinem Ge-
setz zugeschrieben werden kann, wird als zuféllig angesehen. Es
ist indessen gewifs, dafs alles, was geschieht, das Resultat eines
Gesetzes ist, d. h. die Wirkung von Ursachen, und aus einer
Kenntnis des Vorhandenseins dieser Ursachen heraus und ihren
Gesetzen geméf vorausgesagt hitte werden konnen. Wenn wir
eine bestimmte Karte ziehen, ist dies eine Folge von ihrer Lage
in dem Haufen. Ihre Lage in dem Haufen war eine Folge von der
Art, wie die Karten gemischt wurden oder der Reihenfolge, in
der sie bei dem letzten Spiel ausgespielt wurden, und dies wie-
der Folgen fritherer Ursachen. In jedem Stadium wiére es, wenn
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wir eine genaue Kenntnis der vorhandenen Ursachen besessen
hatten, moglich gewesen, die Wirkung vorauszusagen.

,Ein zufallig eintretendes Ereignis lafst sich besser als ein
Zusammentreffen beschreiben, aus dem wir keine Regelméfig-
keit schlieffen konnen, also als das Eintreten einer Erscheinung
unter bestimmten Umsténden, ohne dafs wir Grund haben zu
schliefen, dieselbe Erscheinung wiirde unter diesen Umstédnden
immer wieder eintreten. Wenn wir naher zusehen, bedeutet dies
aber, daf die Aufzdhlung der Umstédnde nicht vollsténdig war.
Was auch das Ereignis sei, wenn alle Umsténde sich wiederholen,
wiirde sich auch das Ereignis wiederholen, ja selbst dann, wenn
nur die Umsténde sich wiederholen, auf welche das Ereignis im-
mer folgt. Mit den meisten der Umsténde ist das Ereignis aber
nicht bestandig verkniipft, ihre Verbindung mit ihm heiftt dann
zufillig. Zufallig verkniipfte Ereignisse sind einzeln die Wirkun-
gen von Ursachen und deshalb von Gesetzen, aber von verschie-
denen Ursachen und solchen, die unter sich durch kein Gesetz
verkniipft sind.

»Es ist deshalb unrichtig zu sagen, daf ein Ereignis durch
Zufall herbeigefiihrt wird, aber wir konnen sagen, dafs zwei oder
mehr Ereignisse durch Zufall verkniipft sind, daf sie nur durch
Zufall zusammen bestehen oder aufeinander folgen, d. h. daf sie
in keiner Weise urséachlich verkniipft sind, daf sie weder Ursache
und Wirkung noch Wirkungen derselben Ursache noch Wirkun-
gen unter sich gesetzméfig verkniipfter Ursachen sind.*

Der Begriff erscheint hiermit zugleich in eine Form ge-
bracht, in der er sich mit der durchgéngigen Gesetzméafigkeit
alles Naturgeschehens, welche die moderne Wissenschaft an-
nimmt, in Einklang bringen laft. Die Auffassung, die John
Stuart Mill hier beflirwortet, findet sich schon friither bei
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Schopenhauer ausgesprochen, der in seinem Hauptwerk Die
Welt als Wille und Vorstellung (3. Aufl. 1859, Bd. 1, S. 550)
sagt: , Das kontradiktorische Gegenteil, d. h. die Verneinung der
Notwendigkeit ist die Zufalligkeit. Der Inhalt dieses Begriffes
ist daher negativ, ndmlich weiter nichts als dieses: Mangel der
durch den Satz vom Grunde ausgedriickten Verbindung. Folg-
lich ist auch das Zufillige immer nur relativ: ndmlich in bezug
auf etwas, das nicht sein Grund ist, ist es ein solches. Jedes
Objekt, von welcher Art es auch sei, z. B. jede Begebenheit in
der wirklichen Welt, ist allemal notwendig und zuféllig zugleich:
notwendig in der Beziehung auf das eine, das ihre Ursache ist;
zufillig in Beziehung auf alles {ibrige. Denn ihre Beriihrung in
Zeit und Raum mit allem iibrigen ist ein blofes Zusammen-
treffen, ohne notwendige Verbindung, daher auch die Worter
Zufall, ouuBeflrxdc, contingens. So wenig daher, wie ein absolut
Notwendiges, ist ein absolut Zufélliges denkbar. Denn dieses
letztere wére eben ein Objekt, welches zu keinem anderen im
Verhéltnis der Folge zum Grunde stédnde. Die Unvorstellbarkeit
eines solchen ist aber gerade der negativ ausgedriickte Inhalt
des Satzes vom Grunde, welcher also erst umgestofen werden
miiftte, um ein absolut Zufalliges zu denken: dieses selbst hétte
aber alsdann auch alle Bedeutung verloren, da der Begriff des
Zufilligen solche nur in Beziehung auf jenen Satz hat, und be-
deutet, daft zwei Objekte nicht im Verhéltnis von Grund und
Folge zueinander stehen. In der Natur, sofern sie anschauliche
Vorstellung ist, ist alles, was geschieht, notwendig, denn es geht
aus seiner Ursache hervor. Betrachten wir aber dieses Einzelne
in Beziehung auf das Ubrige, welches nicht seine Ursache ist, so
erkennen wir es als zuféllig; dies ist aber schon eine abstrakte
Reflexion.*
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Diese ,abstrakte Reflexion®“, die einerseits den Begriff des
Zufilligen auf alle Ereignisse ausdehnt, ihn aber anderseits rein
relativ wendet, indem immer nur ein Ereignis in bezug auf ein
anderes oder das rdumliche oder zeitliche Zusammentreffen zwei-
er Ereignisse als zuféllig bezeichnet werden kann, unterliegt aber
doch einigen Bedenken. Zunéchst nédmlich bedeutet der durch-
gangige Zusammenhang alles Geschehens nicht, dafs zu jedem
Ereignis ein anderes gefunden werden kann, das von jenem die
,Ursache” ist, wiahrend mit allen anderen Ereignissen kein sol-
cher Zusammenhang besteht, sondern die urséchliche Verkniip-
fung durchzieht den Bereich aller Vorgidnge in der Welt. Eine
Abénderung des Geschehens an irgend einer Stelle wiirde sich in
ihren Folgen iiber die ganze Welt ausbreiten. Es ist dies das Prin-
zip, das Kant als Prinzip der Wechselwirkung in aller Schérfe
formuliert hat. Nach diesem Prinzip wiirde ein Zufall im stren-
gen Sinne des Wortes auch dann unmdéglich sein, wenn man den
Begriff in der angegebenen Weise nur relativ fassen will. Er 1afst
sich nur so rechtfertigen, dafs man durch das Zufallsurteil blof
das Fehlen einer engeren kausalen Verkniipfung aussprechen
will, dhnlich wie man bei zwei Menschen sagt, sie seien nicht
verwandt, auch wenn sich, indem man weit genug in der Ahnen-
reihe zuriickgeht, eine genealogische Beziehung zwischen ihnen
finden lafst.

Man konnte ferner den Einwand erheben, daft der Begriff
des Zufalls auf diese Weise viel enger gefafst wird, wie es dem
allgemeinen Gebrauch des Wortes entspricht. Denn dieses soll
hier nur auf das Zusammentreffen zweier Ereignisse angewandt
werden, es wird aber ohne Zweifel auch von einem einzelnen
Ereignis gebraucht. Man kann sogar ohne weiteres die erste Be-
deutung unter der zweiten als besonderen Fall begreifen, indem
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man dann eben das Zusammentreffen zweier bestimmter Ge-
schehnisse als das Zufallsereignis ansieht. Ein jedes Ereignis ist
ja im Grunde aus verschiedenen Momenten zusammengesetzt,
die sich nur nicht immer bequem trennen lassen, so dafs es kei-
ne kiinstliche und willkiirliche Ausdeutung ist, wenn man auch
z. B. den Witterungsumschlag bei Mondwechsel als ein Ereignis
ansieht.

Auf diese allgemeinere Fassung des Begriffes , Ereignis® als
eines beliebigen Ausschnittes aus dem Weltgeschehen 1aft sich
allerdings die Schopenhauersche Auffassung sofort iibertra-
gen. Sie bedeutet, dak das Ereignis als zufillig bezeichnet wird,
wenn in ihm mehrere voneinander unabhéngige Kausalreihen
zusammenstofen. Ganz in diesem Sinne sagt auch z. B. Cour-
not (Exposition de la théorie des chances et des probabilités,
Paris 1843): ,L’idée du hasard est celle du concours de causes
indépendantes pour la production d’un événement déterminé.”

Die Frage bleibt aber: Wie sollen wir die zwei voneinander
unabhéingigen Kausalreihen auffassen? Miissen wir nicht sagen,
wir nennen die Kausalreihen nur darum voneinander unabhén-
gig, weil wir ihren Zusammenhang in dem vorliegenden besonde-
ren Falle nicht erkennen kénnen? Dann entspringt das Zufalls-
urteil nur einer Unvollkommenheit unserer Erkenntnis, und in
dieser subjektiven Form sind die Zufallsurteile auch hiufig
aufgefaltt worden.

Schon an der Schwelle der neueren Philosophie hat Spi-
noza aus dem allgemeinen Gesetz der Kausalitét die Folgerung
gezogen (Ethik I, Prop. 29): ,In der Natur gibt es nichts Zuféalli-
ges.“ In dem Scholion zu Prop. 33 sagt er weiter: ,Zuféllig wird
ein Ding nur wegen unserer mangelhaften Erkenntnis genannt.”
Danach definiert er den Zufall: | Ein Ding, von dem wir nicht
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wissen, ob sein Wesen einen Widerspruch in sich schlielit oder
von dem wir gewift wissen, daf es keinen Widerspruch in sich
schliefst, ohne aber iiber seine Existenz etwas Sicheres behaup-
ten zu konnen, weil die Ordnung der Ursachen uns verborgen
ist, ein solches Ding kann uns weder als notwendig noch als
unmoglich erscheinen und darum nennen wir es entweder zu-
fallig oder moglich* (moglich offenbar, wenn seine Wirklichkeit
unbekannt ist, zufillig, wenn sein Vorhandensein feststeht). In
dhnlichem Sinne sagt Hume (Philosophical Essays concerning
human understanding): ,,Obwohl es nicht so etwas wie den Zufall
in der Welt gibt, so hat doch unsere Unbekanntschaft mit der
wirklichen Ursache denselben Einflufs auf die Erkenntnis und er-
zeugt eine solche Art von Glauben oder Meinung, als ob es einen
Zufall giabe.”

Ob man so den Zufallsbegriff rein subjektiv fafst, indem man
ihn auf eine Unvollkommenheit unserer Erkenntnis zurtickfiihrt,
oder ob man ihm eine relative Bedeutung auch im objektiven
Sinne lafst, indem man nicht unsere mangelnde Einsicht in das
Zustandekommen des Ereignisses, sondern bei dem wirklichen
Zustandekommen eine gewisse Besonderheit, eine gewisse Un-
abhéngigkeit der verschiedenen Ursachen betont, immer hat der
Zufall als Gegenteil der Notwendigkeit an sich keine absolute Be-
deutung, solange man an dem Kausalitatsprinzip festhélt, dafs
jedes Geschehen in der Welt durch seine Ursachen mit Notwen-
digkeit bestimmt ist.

Wenn wir aber den landlaufigen Gebrauch des Wortes Zu-
fall ansehen, so ist noch immer nicht der eigentliche Kernpunkt
beriihrt. Was den Begriff des Zufalls nahelegt, ist nicht das Feh-
len einer Ursache, sondern das Mifverhéltnis zwischen der Ur-
sache und der Wirkung, wenn wir sie nach ihrer Bedeutung fiir
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uns selbst beurteilen. Wenn ein Spieler sein Hab und Gut auf
einen Wurf setzt, so wird es wenig fiir ihn ausmachen, dafs der
Wiirfel nach bestimmten mechanischen Gesetzen seine Bewe-
gung ausfithrt, und daf so auch seine Endlage bestimmt ist. Die
Einzelheiten bei dem Vorgang des Wiirfelns sind so geringfii-
gig und unkontrollierbar, das Resultat aber ist so bestimmend
fiir das Wohl und Wehe des Spielers, dafs die naturgesetzliche
Notwendigkeit beim Rollen des Wiirfels ganz aufier Betracht
bleibt. Das, was wir im Leben Zufall nennen, bedeutet, wenn
wir an dem naturwissenschaftlichen Standpunkt festhalten, eine
den menschlichen Verhéltnissen gegeniiber empfundene krasse
Ungleichwertigkeit der Ursache und der Wirkung.

Gerade solche Ereignisse, wo ein ursédchlicher Zusammen-
hang durch die nach den Grundséitzen der exakten Wissenschaft
geleitete Erfahrung wohl angenommen werden kann, aber die
Wirkung eine unverhéltnisméfig grofse ist, wie bei einer Feuers-
brunst, die ein vom Winde verwehter Funke hervorruft, geben
jedoch einen neuen Anlaf, den Zufall zu leugnen. Diese Leug-
nung beruht auf einer Beseitigung der Erklarung alles Weltge-
schehens nach den Grundsétzen der kausalen Notwendigkeit und
einer an die Stelle dieser Erkléarung tretenden Zwecksetzung in
allen Vorkommnissen des menschlichen und aufermenschlichen
Lebens, mit anderen Worten, auf der Vertauschung des &tio-
logischen mit dem teleologischen Standpunkt. Wenn wir dort
von einer Wirkung sprechen, reden wir hier von einer Schi-
ckung. Die Ereignisse des Wiirfelspieles sind typisch zuféllig,
was das natiirliche Zustandekommen betrifft. Nach Moglichkeit
sind alle Ursachen entfernt, die auf das Eintreten eines bestimm-
ten Wurfes hinwirken. Und doch, wenn jemand an einem Tage
durch fortgesetzte ungliickliche Wiirfe erhebliche Verluste erlei-
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det, sagt er nicht: das war Zufall, sondern: ich habe heute kein
Gliick. An Roulettetischen beobachten die Spieler die Spielerfol-
ge, bis sie selbst mitspielen. Sie glauben dann zu finden, dafs an
einem Tage eine bestimmte Zahl begiinstigt sei und setzen auf
diese. Eine solche Begiinstigung kann, wenn sie vorhanden ist,
offenbar nicht auf denselben Grundsétzen beruhen, auf denen
wir die Naturwissenschaft aufbauen. Es handelt sich nicht um
einen physikalischen Einfluff (influxus physicus), sondern eine
metaphysische Wirkung (influxus metaphysicus). Diese Auffas-
sung wird uns in allen Féllen besonders nahegelegt, wo es sich
um Ereignisse handelt, die auf das Leben der Menschen eine ein-
schneidende Wirkung ausiiben, und wo damit das Mifsverhaltnis
um so empfindlicher wird zwischen der Bedeutung der Wirkung
und der scheinbar sinnlosen Verkettung von Umstéanden, welche
diese Wirkung herbeigefiihrt haben. Wir ersetzen dann die feh-
lende Ursache durch einen Grund, der sich unserer Erkenntnis
entzieht, den wir nur annehmen und als Schicksal bezeichnen.
Diesen Gedanken hat z. B. Goethe, dem sonst die metaphy-
sische Spekulation wenig lag, mit grofter Liebe gepflegt. Er sah
das Walten des Schicksals auch da, wo es scheinbar als Zufall
auftritt. Was die Menschen so nennen, ist eben Gott, der hier
unmittelbar mit seiner Allmacht eintritt und das Geringfiigigste
verherrlicht (vgl. Siebeck, Goethe als Denker, 2. Aufl. 1905,
S. 143).

Dagegen duferte schon Spinoza iiber diejenigen, welche
alles Geschehen auf den Willen Gottes zurtickfithren (Ethik I,
Anhang): | Es darf nicht unerwiahnt bleiben, daf Anhénger die-
ser Lehre, welche im Angeben der Zwecke der Dinge ihren
Scharfsinn zeigen wollen, eine neue Art der Beweisfithrung auf-
gebracht haben, um diese ihre Lehre glaublich zu machen. Sie
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fiihren diese ndmlich nicht auf die Unmdglichkeit, sondern auf
die Unwissenheit zuriick; was zeigt, daf ihnen kein anderes Be-
weismittel fiir diese Lehre zu Gebote stand. Wenn z. B. ein Stein
von einem Dache auf den Kopf eines Menschen féllt und ihn t6-
tet, so beweisen sie, der erwdhnten Methode geméf, daft der
Stein gefallen sei, um den Menschen zu téten, folgendermafen:
Waére der Stein nicht zu eben diesem Zwecke nach dem Wil-
len Gottes heruntergefallen, wie mochten da so viele Umstéande
(denn oft treffen viele zusammen) durch Zufall zusammentref-
fen? Antwortet man, es sei so gekommen, weil der Wind wehte,
und weil der Mensch gerade dort vorbeiging, so wenden sie dage-
gen ein: Weshalb hat der Wind gerade damals geweht? Warum
ist der Mensch gerade damals dort vorbeigegangen? Erwidert
man darauf: Der Wind fing damals zu wehen an, weil das Meer
tags zuvor, bei noch ruhigem Wetter, in Bewegung kam, und
der Mensch ging damals dort vorbei, weil er von einem Freunde
eingeladen war, so wenden sie — da das Fragen keine Grenzen
hat — abermals ein: Warum aber kam das Meer in Bewegung?
Warum war der Mensch damals eingeladen? Und so werden sie
nicht aufhéren, fort und fort nach den Ursachen der Ursachen
zu fragen, bis man zum Willen Gottes seine Zuflucht nimmt,
d. h. zum Asyl der Unwissenheit.*

Der Kern des angewendeten Beweisganges wére sonach der:
Wir kénnen in dem Geschehen keinen nach menschlichen Be-
griffen verniinftigen Sinn erkennen, wenn wir nicht annehmen,
daf eine bestimmte, allerdings uns verborgene Absichtlichkeit
und Zweckmékigkeit in den Begebenheiten liegt, die unser Leben
entscheidend beeinflussen. Unter dem Einfluft der Naturwissen-
schaften sind wir geneigt, einer solchen Auffassung wenigstens
in ihrer Anwendung auf die Vorgénge in der Natur jede Berech-
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tigung abzusprechen, vielmehr suchen wir diese Vorginge nach
anderen Grundsétzen zu erfassen, die sich auf der Vorstellung
eines naturnotwendigen Geschehens, d. h. bestimmter stets wie-
derkehrender Zusammenhénge aufbauen. Kant nennt einmal
(Metaphysische Anfangsgriinde der Naturwissenschaft, S. 99)
den blinden Zufall und das blinde Schicksal in der metaphy-
sischen Weltwissenschaft ,einen Schlagbaum fiir die herrschende
Vernunft, damit entweder Erdichtung ihre Stelle einnehme oder
sie auf dem Polster dunkler Qualitdten zur Ruhe gebettet wer-
de.

Aber wo es sich wie hier und in jeder logischen Untersu-
chung um die Ideenbildung an sich handelt, kann auch die fiir
die ganze Lebensauffassung bedeutsame Idee der Schicksalsbe-
stimmung nicht aufer acht gelassen werden. Diese Idee verdankt
ihren Ursprung wesentlich dem Gefiihl der Machtlosigkeit alles
menschlichen Strebens fremden Einwirkungen gegeniiber, die im
Gegensatz zu den planvollen menschlichen Handlungen als sinn-
los und unbegreiflich erscheinen. Alles Ringen und Streben wird
durch einen tiickischen Eingriff d&ufierer Umsténde zunichte ge-
macht. In diesem Sinne ist es vollig gleichgiiltig, ob der dufsere
Eingriff einem naturgesetzlichen Geschehen oder einer regello-
sen Willkiir entspringt. Wenn wir in den Folgen des Zusammen-
stofses zweier Eisenbahnziige die gesetzmafige Wirkung der als
lebendige Kraft bezeichneten physikalischen Grofie erkennen, so
ist das ein geringer Trost fiir die Verungliickten und ihre Ange-
horigen. In den gesetzméfkigen Wirkungen der Natur spielt die
Riicksichtnahme auf das menschliche Wohl und Wehe keine Rol-
le. Der Mensch ist hineingestellt in ein Spiel von Kréften, die sich
mit dem Sinn seines Lebens von vornherein nicht beriihren.

Gerade weil die duferen Einwirkungen auf das Leben des
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Menschen so plotzlich und unerwartet kommen konnen, weil es
so schwer ist, in ihnen einen Sinn und einen Plan zu entde-
cken, werden sie vom naiven Verstande als der Ausflufs einer der
menschlichen Zweckbestimmungen gegeniiberstehenden, aber im
Vergleich zu ihr iiberméchtigen Entscheidung angesehen. Der
landlaufige Begriff des Zufalls wird durch den Kausalbegriff im
naturwissenschaftlichen Sinne iiberhaupt nicht getroffen. Er be-
zieht sich nur auf die Leugnung der Zweckbestimmung, entwe-
der die unmittelbar durch die menschliche Téatigkeit bedingte
oder die in das aulermenschliche Geschehen nach Analogie der
menschlichen Tétigkeit hineingelegte. Zufall oder Schicksal, das
ist meistens die Frage, nicht Zufall oder Naturgesetz. So sind
auch die Uberlegungen, die von rein menschlicher Seite her an
die Gliicksspiele angekniipft werden, nicht auf physische, son-
dern auf metaphysische Zusammenhénge zu beziehen. Die Fra-
ge lautet nicht, ob die physikalischen Vorgénge beim Gliickss-
piel, etwa beim Rollen der Roulettekugel, auf einer physikali-
schen Gesetzmaékigkeit beruhen oder nicht, sondern um was es
sich handelt, ist, in den Resultaten des Spieles eine bestimmte
Schickung zu sehen, teils das Walten einer ausgleichenden Ge-
rechtigkeit, teils ein Bevorzugen bestimmter Gliickskinder. Vom
naturwissenschaftlichen Standpunkt aus sind solche Zusammen-
hénge, die aufkerhalb des physischen Geschehens liegen, nicht zu
verstehen. Damit sollen sie nicht von vornherein geleugnet sein,
sie miissen nur aufer acht gelassen werden, wenn man mit den
Methoden der Naturwissenschaft operieren will.

In welchem Sinne nun auch das Wort Zufall verstanden
wird, ob wir es auf das physische Geschehen und sein Erfassen
mit den Methoden der modernen Naturwissenschaft, oder ob wir
es auf die aus der Beurteilung des Geschehens nach der Analo-
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gie der menschlichen Handlungen entspringende metaphysische
Auffassung beziehen wollen, immer ist die Bedeutung die Leug-
nung eines bestimmten Zusammenhanges. Zuféallig ist ein
Ereignis, wenn es nicht aus anderen Ereignissen
oder bestimmten, als gegeben angesehenen Pra-
missen nach festen Regeln oder nach bestimmten
Vernunftgrinden gefolgert werden kann. Die physi-
sche und die metaphysische Seite vereinigen sich in der Leugnung
des Zufalls, die metaphysische, indem sie sagt: alles entspringt
einer festen Zweckbestimmung, die physische, indem sie den Satz
aufstellt: alle Ereignisse folgen aus anderen nach gesetzmaéafigen
Zusammenhéngen mit unbedingter Notwendigkeit. Was aber Zu-
fall und Notwendigkeit im physikalischen Sinne betrifft, so ist
zunachst zu sagen, daf in dieser Allgemeinheit ausgesprochen
der Satz ,Es gibt keinen Zufall“ wieder iiber die Grenzen der
Erfahrung hinausgeht, vielmehr eine Hypothese bedeutet. Diese
Hypothese hat keinen heuristischen Wert, sondern dient nur zur
Abklarung des Weltbildes.

Wenn nun auch in solchem dogmatischen Sinne der Zufall
geleugnet wird, sei es von einem &atiologischen oder einem te-
leologischen Standpunkte aus, so bedeutet dies noch nichts ge-
gen die Verwendung des Wortes in einem einfachen pragmati-
schen Sinne. Wenn wir sagen: ,Es ist ein Zufall, wenn sich bei
wechselndem Mond das Wetter dndert”, so verbinden wir damit
einen bestimmten Sinn, der weder der Zweckbestimmung in der
Schopfung noch der durchgéngigen Kausalitdt alles Geschehens
widerspricht. Wir meinen nédmlich damit nur, daf unter den Mo-
menten, die wir als bestimmend fiir die Wetterlage ansehen miis-
sen, der Mondwechsel keine Stelle findet. Was in dem einzelnen
Falle als bestimmend fiir ein Ereignis oder, wenn man will, als
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dessen Ursache auftritt, bedeutet doch immer eine bestimmte
Gruppe von Erscheinungen, und wir brauchen nicht den ganzen
Weltenraum und die ganze Ewigkeit zu durchforschen, um diese
Ursachen fiir ein Ereignis anzugeben. Im Gegenteil beruht je-
de naturwissenschaftliche Erkenntnis darauf, dafl wir bestimmte
wenige Ereignisse als mafgebend fiir das Eintreten eines ande-
ren Ereignisses herausheben. So finden wir als Ursachen fiir die
Ausdehnung der Luft die Steigerung der Temperatur oder die
Verringerung des Druckes und konnen einen bestimmten gesetz-
mapigen Zusammenhang angeben, der diese drei Grofen ver-
kniipft, so dafs, wenn zwei davon bekannt sind, die dritte sofort
gefunden werden kann.

Eine solche Bestimmung des Erfolges aus gewissen, durch
Beobachtung zu ermittelnden Momenten ist aber z. B. nicht
moglich, wenn wir angeben sollen, auf welchem Felde der Scheibe
beim Roulettespiel die Kugel liegen bleiben wird. Darum haben
wir ein Recht, dieses Ereignis des Roulettespieles als ein zufél-
liges zu bezeichnen, weil wir den schlieflichen Erfolg nicht aus
einer bestimmten Gruppe von beobachtbaren Erscheinungen ab-
leiten, d. h. als eine regelméfig eintretende Folge dieser Gruppe
von Erscheinungen erkennen kénnen. Aus den beobachtbaren
Ereignissen, die in diesem Falle die Bedingungen des Spieles bil-
den (wohin neben der sorgfiltigen Anfertigung des zum Spiel
dienenden Apparates auch die genaue horizontale Aufstellung
der Roulettescheibe und ein geniigender Impuls der Rouletteku-
gel gehort) folgt nur, dak die Kugel auf einem der Felder lie-
gen bleiben muf, aber nicht, auf welchem Felde. Demnach wiir-
de es, um ein Ereignis als zuféllig bezeichnen zu diirfen, genii-
gen, wenn alle erfahrungsméfiig feststehenden Um-
stdnde, die bei einem Ereignis in Betracht kom-
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men, dieses Ereignis noch nicht bestimmen, viel-
mehr es, wenn alle diese Umstande erfiillt sind,
eintreten, aber auch ausbleiben kann.

So kommen wir auf einen engen Zusammenhang des Zufalls-
begriffes mit dem Begriffe der Moglichkeit. Denn als Moglichkeit
ist es anzusehen, wenn weder das Eintreten noch das Ausbleiben
eines Ereignisses als gewif erscheint. Ein blof mdogliches Ereignis
kann eintreten, kann aber auch ausbleiben.

Wir miissen aber nach allem, was wir bis jetzt entwickelt
haben, sagen, ein Ereignis konne ebensogut eintreten wie aus-
bleiben, wenn aus allen beobachtbaren Umstdnden, die bei
diesem Ereignisse in Betracht kommen, noch nicht geschlossen
werden kann, dafs das Ereignis eintreten wird. Auf diese Weise
vermeiden wir sowohl jede metaphysische Farbung als auch ei-
ne rein subjektive Fassung des Moglichkeitsbegriffes. Allerdings
miissen wir betonen, dals der Begriff der empirischen Bestimm-
barkeit ein unsicherer und schwankender ist. Was heute noch
nicht bestimmbar ist, kann es morgen werden. Umstédnde brau-
chen nicht unmittelbar beobachtbar zu sein, damit wir ihnen
einen bestimmten Charakter, ndmlich den gleichen Charakter,
den wir an unmittelbar beobachtbaren Umstédnden festgestellt
haben, zuschreiben. Die Analogiebildung spielt eine wesentliche
Rolle in der naturwissenschaftlichen Erkenntnis und ist nicht zu
entbehren. Die Vorgénge im lebenden Kérper sind zum grofiten
Teil unbestimmbar, aber wir zweifeln nicht, dafs sie von derselben
Art sind wie andere Vorgénge, die wir kennen. Unbestimmbar zu
sein, bedeutet an sich keinen besonderen und einheitlichen Cha-
rakter. Es tritt immer der Gedanke hinzu, ob wir uns ein Bild
machen konnen von Vorgéngen, die, wenn wir sie beobachten
konnten, das Ereignis als aus ihnen ableitbar erscheinen liefsen.
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Beim Roulettespiel sind solche Vorgdnge nicht vorhanden, was
geschieht, ist unmittelbar zu beobachten. Die Kugel liegt offen
auf der Scheibe und wird dadurch in Bewegung gesetzt, daf die
Scheibe selbst durch einen ihrer Achse mitgeteilten Impuls in
rasche Drehung versetzt wird. Wir kénnten allerdings aus der
Starke des Impulses, wenn sie uns genau bekannt wire, die Be-
wegung der Kugel und ihre Endlage nach den Grundsétzen der
Mechanik ableiten, aber die Entscheidung, auf welchem Felde
die Kugel liegen bleiben wird, hingt von solchen geringen Dif-
ferenzen des Impulses und von Fall zu Fall wechselnden kleinen
besonderen Vorgiangen bei der Bewegung der Kugel auf der ro-
tierenden Scheibe ab, daf sie sich jeder Bestimmung entzieht.
Daher haben wir hier wirklich den Typus des zufélligen Ereig-
nisses vor uns.

Wir kénnen nun andere Vorgénge bilden, die den beim Rou-
lettespiel vorliegenden gleichartig sind, dahin gehoren die Zie-
hungen der Lose bei den Lotterien oder die Ziehungen einer
Kugel aus einer Urne, die Kugeln von verschiedener Farbe ge-
mischt enthélt, das Wiirfeln mit einem oder mehreren Wiirfeln
und dergleichen mehr. Solche Vorgénge sind es, auf denen wir
die Gliicksspiele aufbauen. Wo diese Vorgénge nicht willkiirlich
zum Zweck des Gliicksspiels herbeigefiihrt werden, aber doch ei-
ne dem Gliicksspiel dhnliche Abmachung getroffen wird, spricht
man bekanntlich nicht von einem Spiel, sondern von einer Wette.
Es liegt in der Natur der Sache, daf eine Wette auch da vorlie-
gen kann, wo die hauptséichlichste Bedingung eines Gliicksspie-
les, die vorherige Unbestimmbarkeit des Erfolges, nicht erfiillt
ist. In vielen Féllen ist sie es aber, z. B. wenn bei einer Seefahrt
auf die letzte Ziffer in der Anzahl der an einem bestimmten Ta-
ge zuriickgelegten Seemeilen gewettet wird. Diese letzte Ziffer
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héngt in der Tat von unbestimmbaren Einfliissen ab.

Fassen wir das allgemeine Ergebnis, zu dem wir vorlaufig
gelangt sind, kurz zusammen, so ist es dieses, daf sich, auch
wenn wir von einer durchgiangigen Kausalitét alles Geschehens
ausgehen, gewisse Ereignisse herausheben, die wir als zuféllige
bezeichnen diirfen. Ein wesentliches Merkmal dieser Ereignis-
se ist, daft wir vorher nicht entscheiden konnen, ob sie eintre-
ten werden oder nicht, dafs sie also vor ihrem Eintreten nur als
moglich, aber auf keine Weise als notwendig erscheinen. Es sind
solche Ereignisse, bei denen die uns mogliche urséchliche Be-
stimmung, selbst wenn wir sie iiber die unmittelbare Erfahrung
hinaus durch Analogiebildung ergénzen, als nicht ausreichend
befunden wird.




Zweites Kapitel.

Die statistische Methode.

Erscheint als das Bezeichnende der zufélligen Ereignisse zu-
nachst die Unmoglichkeit einer vollstandigen kausalen Erklarung
und damit einer Voraussage ihres Eintretens, wenn alle beob-
achtbaren Bedingungen des FEreignisses bekannt sind, so wird
man sagen, dann hat das Zuféllige iberhaupt den Charakter
der Unerkennbarkeit. Es lohnt nicht, weiter dariiber zu reden.
Und doch erweisen sich die Zufallsereignisse als eine Quelle sehr
weitgehender Betrachtungen, selbst dann, wenn wir aufserstande
sind, den Zusammenhang des Geschehens in ihnen vollstédndig
zu durchschauen.

Diese Betrachtungen gehen davon aus, dafl wir in den Zu-
fallsereignissen eine gewisse innere Gleichartigkeit zu erkennen
suchen. Das gibt uns die Moglichkeit, sie uns durch Analogiebil-
dung néher zu riicken. Wir greifen gewisse typische Ereignisse
unter ihnen heraus, bei denen die Gesamtheit der beobachtba-
ren Bedingungen willkiirlich geschaffen werden. Diese Ereignisse
sind die Gliicksspiele. Wir schaffen uns so aus den Gliickss-
pielen ein Mittel, um die Besonderheit der Zufallsereignisse all-
gemein zu beurteilen. Wir vergleichen die Zufallsereignisse mit
Gliicksspielen, indem wir das Wort Vergleich aber nicht im poe-
tischen Sinne, sondern im Sinne der Zusammenstellung zahlméa-
liger Resultate verstehen.

Von vornherein erscheinen zwei Wege gangbar, um der Ei-
genart des Zufélligen ndher zu kommen. Entweder man sucht
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sich einen Mechanismus des Geschehens zu denken, der im Re-
sultat mit den beobachteten Zufallsereignissen iibereinstimmt,
und iibertragt das innere Wesen dieses Mechanismus auf alle Zu-
fallsereignisse. Das wollen wir eine genetische Erklarung des
Zufalls nennen. Oder aber man stellt nur die Ereignisse zusam-
men, die bei der statistischen Zahlung gleiche Resultate liefern,
ohne weiter auf ihr Zustandekommen einzugehen. Man héalt nur
das im statistischen Ergebnis Gleichartige nebeneinander und
sieht mit diesem Nebeneinanderhalten die Aufgabe als erledigt
an. Dies Verfahren wollen wir als die statistische Methode
bezeichnen.

Auf den ersten Weg deutet W. Wundt in seiner Logik
(1. Bd., 5. Abschn., 1. Kap., 3c¢) hin, der zunédchst die Bedeu-
tung des Zufalls als einer Durchbrechung der Notwendigkeit des
Geschehens hervorhebt.

Er betont, dafs es doch eine Auffassung gibt, die eine wis-
senschaftliche Theorie des Zufélligen ermoglicht. Kurz gesagt
ist diese Auffassung die, daf wohl auch das Zuféllige auf einer
durchgéngigen Kausalitdt beruht, dafs aber bei einem zufélligen
Ereignis die Ursachen wenigstens teilweise einen solchen beson-
deren Charakter haben, dak sie sich unserer Beobachtung ent-
ziehen. Von der wirklichen kausalen Entstehung des zufélligen
Ereignisses sind daher bestimmte Aussagen zu machen, und wir
kénnen von einem objektiven Charakter der zufalligen Ereignisse
sprechen, ohne dafs wir darum den Gedanken einer durchgéngi-
gen Kausalitdt aufgeben.

Auf diese Weise scheint die Schwierigkeit vollig gehoben.
Wir finden eine Betrachtung, die den Grundséatzen der naturwis-
senschaftlichen Forschung nicht widerspricht und die uns doch
die Moglichkeit gibt, den Begriff des Zufilligen auch in einer ob-
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jektiven Bedeutung zu erhalten. Damit scheint diese genetische
Betrachtung des Zufalls, die auf das wirkliche Zustandekommen
der als zuféllig erscheinenden Ereignisse eingeht, ihre Bedeutung
und ihre Berechtigung zu erweisen. Es erhebt sich nur die Fra-
ge: Wie konnen wir denn iiber solche Ursachen urteilen, die sich
unserer Beobachtung vollig entziehen? Nach Wundts Darstel-
lung handelt es sich dabei um eine Hypothese. Nehmen wir das
Vorhandensein solcher Ursachen an, so kénnen wir nach den
Grundsétzen der Logik und der allgemeinen Erfahrung die wirk-
lich beobachteten Verhéltnisse erschliefsen. Dies geht allerdings
nicht ohne eine ziemlich umsténdliche mathematische Entwicke-
lung, und Wundts Darstellung scheint nur eine Zusammen-
fassung der Grundgedanken dieser von Bessel herriithrenden
Ableitung, die uns spéter noch beschéftigen wird, zu bedeuten.

Die Besselsche Ableitung bezieht sich aber auf ganz be-
sondere Erscheinungen, ndmlich die Abweichungen der bei der
Bestimmung einer physikalischen Grofe gefundenen Zahlenwer-
te voneinander. Der Begriff des Ereignisses scheint hier iiber-
haupt nicht zu passen, es handelt sich sozusagen nur um eine
Begleiterscheinung der wirklichen Ereignisse, ndmlich der Beob-
achtungen. Daher riihrt es wohl auch, wenn Wundt &aufert,
der Zufall kénne niemals als selbstdndiges Phénomen, sondern
immer nur als individuelle Abénderung einer gesetzméfig be-
stimmten Erscheinung vorkommen. Diese Bedeutung wiirde den
Geltungsbereich des Zufilligen nun erheblich einschranken, denn
es wire ein solches Zufallsereignis wie die T6tung eines Voriiber-
gehenden durch einen herabfallenden Ziegel oder die Totung ei-
nes Soldaten durch den Hufschlag eines Pferdes schwer in dieses
Schema zu bringen.

Indes ist die Besselsche Hypothese nicht auf die Erkla-
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rung der Beobachtungsfehler bei physikalischen Messungen be-
schrankt, sie 1kt sich dem Grundgedanken nach in viel weite-
rem Umfange anwenden. Die Hypothese ist im wesentlichen die,
dak ein typisch zufilliges Ereignis auf sehr vielen Einzelumstén-
den beruhe, die selbst von vornherein unbestimmt sind, dafs das
schliefsliche Endergebnis nur die Frucht einer groften Anzahl vor-
ausgehender Erscheinungen sei, die alle voneinander unabhéngig
sind. Die Natur des Zufallsereignisses wird dadurch aber immer
noch viel enger umgrenzt als frither, wo nur zwei voneinander
unabhédngige Kausalreihen bestehen mufiten, wiahrend jetzt sehr
viele voneinander unabhingige Umsténde in dem Ereignis zu-
sammenwirken sollen.

Wir wiirden daher so den Bereich des Zufalligen von vorn-
herein enger bestimmen, als es gerechtfertigt erscheint. Wie ge-
langen wir nun aber zu einer anderen, allgemeineren Methode, in
die Natur der zufélligen Ereignisse einzudringen? Zu dem Zwe-
cke miissen wir, wenn wir sagen, ein Zufallsereignis sei durch
die feststellbaren Ursachen nicht vollig bestimmt, uns fragen,
was liberhaupt innerhalb der Grenzen der Erfahrung bedeutet,
wenn wir von Umsténden sprechen, die in dem Verhéltnis von
Ursache und Wirkung einen Erfolg bestimmen. Damit kann nur
gemeint sein, dafs, wo wir diese Umsténde zusammen beobach-
ten, stets auch der Erfolg zu beobachten ist. Nur an die tatséch-
liche Verbindung in allen beobachteten Fillen ist gedacht. Wenn
also, wie beim Zufallsereignis, durch die feststellbaren Ursachen
das Ereignis nicht vollig bestimmt ist, so bedeutet das, daf in
den Fallen, wo diese Ursachen zusammen beobachtet sind, das
Ereignis bisweilen eingetreten, bisweilen aber auch ausgeblieben
ist.

Wir konnen, um noch klarer zu sein, diese Feststellung in
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zwei zerlegen. Die eine bedeutet, dafs unter den in Betracht kom-
menden Umstédnden, welche die Gesamtheit der beobachtbaren
Ursachen des Zufallsereignisses darstellen, dieses Ereignis wirk-
lich wenigstens einmal eingetreten ist. Die zweite Feststellung
bedeutet, daft das Ereignis unter den in Betracht kommenden
Umstidnden auch wenigstens einmal ausgeblieben ist. Quidquid
existit contingenter, aliquando non existit, ist ein alter Schul-
satz. Das Feststellen einer solchen einfachen Tatsache wiirde al-
lerdings an sich noch keine Statistik sein, die Statistik erscheint
erst da, wo man z&ahlt, wie oft ein Ereignis eingetreten ist.
Man wird nun sagen, die Haufigkeit ist fiir die Tatsache der
Moglichkeit, um die es sich hier allein handelt, génzlich bedeu-
tungslos. Was einmal geschehen, ist schon mdglich. Wie oft es
wieder geschieht, ist gleichgiiltig, aufter wenn es in allen in Be-
tracht kommenden Fallen zu beobachten ist. Dann wiirde sich
die Moglichkeit in die Gewiftheit verwandeln.

Aber der Gedanke, daf in allen Féllen es gerade von Wert
ist, zu erfahren, wie oft verhéltnisméfig unter den gegebenen
Umstanden ein bestimmtes Ereignis eingetreten ist, bietet sich
von selbst dar. Sigwart formuliert diesen Gedanken in seiner
Logik (Bd. II, TL III, S. 406) mit den Worten: ,In der statisti-
schen Zahlung sind zwar die etwaigen individuellen Differenzen,
durch die jedes Ding einzig in seinen bestimmten Figenschaf-
ten sich von allen anderen unterscheidet, untergegangen, aber
das Einzelne hat doch noch insofern sein Recht gefunden, als
es nicht blofs als gleichgiiltiger Repréasentant eines allgemeinen
Begriffes, sondern in seiner numerischen Unterschiedenheit von
allen anderen beachtet ist. Der hierdurch gemachte Fortschritt
ist durchaus dem zu vergleichen, den in der Naturwissenschaft
der Ubergang von der bloken Feststellung eines Zustandes zu
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seiner zahlméafigen Bestimmung bedeutet. Wenn ein Ereignis in
90 von 100 Fallen eingetreten ist, so werten wir die Moglichkeit
anders, als wenn wir es unter 100 Féllen nur einmal beobachtet
haben.

Die Statistik, zu der wir so gelangen, betrifft statistische
Verhéltniszahlen, d. h. es wird aufgezeichnet, wie oft unter be-
stimmten Umsténden, also in einer bestimmten Gruppe von Er-
scheinungen, ein Ereignis eingetreten ist, wobei es sich zunachst
nur um die relative Haufigkeit, nicht aber um die absolute An-
zahl des Vorkommens handelt. Nun erhebt sich aber sofort die
Frage, die den Kernpunkt alles folgenden bildet: Nehmen wir
an, wir haben die relative Haufigkeit nicht blofs aus einer Serie
von Beobachtungen festgestellt, sondern wir haben mehrere Rei-
hen von Beobachtungen benutzt und aus jeder die relative Hau-
figkeit bestimmt. Dann fragt es sich, ob wir ganz verschiedene
Werte der relativen Haufigkeit bei den einzelnen Bestimmungen
zu erwarten haben oder ob sich zwar nicht genau, aber doch
angendhert derselbe Wert bei den verschiedenen Bestimmun-
gen ergeben wird. In dem einen Falle erweisen sich die festge-
stellten Werte der relativen Haufigkeit als génzlich unbrauchbar
zur Charakterisierung des beobachteten Ereignisses im allgemei-
nen, in dem anderen Falle dagegen konnen wir dem regelméfig
wiederkehrenden Werte der relativen Haufigkeit eine bestimm-
te Bedeutung fiir das Ereignis an sich zusprechen. Wir koénnen
es als eine Eigentiimlichkeit des Ereignisses ansehen, daf es mit
dieser relativen H&aufigkeit auftritt, wahrend sonst die relative
Héaufigkeit nur eine Bedeutung innerhalb der rédumlichen und
zeitlichen Begrenzung, der die beobachteten Félle entsprechen,
besitzt. Wenn wir also etwa in regelméfigen Zeitabschnitten die
vorgekommenen relativen Haufigkeiten notieren, so fragt es sich:
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nahern sich die aufgezeichneten Verhéltniszahlen alle einem be-
stimmten Werte oder lafst sich in ihnen eine systematische Ver-
anderung beobachten? Es ist z. B. bekannt, daf die relative Hiu-
figkeit der Selbstmorde zunimmt, dagegen scheint es zweifelhaft,
ob eine dhnliche systematische Verdnderung in dem Verhéltnis
der Anzahlen von méannlichen und weiblichen Selbstmérdern zu
beobachten ist.

Hierin liegt eine erste Scheidung der statistischen Verhalt-
niszahlen begriindet. Je nachdem, ob wir in ihnen eine systema-
tische Veranderung beobachten oder nicht, werden wir von zufal-
ligen oder durch bestimmte Ursachen hervorgerufenen Schwan-
kungen sprechen. Der Zufall wiirde so in der Statis-
tik unmittelbar zutage treten.

Der grofte Vorzug, der in einer solchen statistischen Bestim-
mung des Zufalls liegt, besteht darin, dafs wir nicht mehr ge-
zwungen sind, auf die Einzelheiten beim Zustandekommen des
Ereignisses einzugehen, die in den meisten Fallen unserer Er-
kenntnis verschlossen sind und nur aus mehr oder minder unbe-
stimmten Vermutungen heraus beurteilt werden, sondern viel-
mehr uns an bestimmte Tatsachen halten konnen.

Nun ist aber klar, daf solche Schwankungen, die wir als
zuféllige bezeichnen, nicht blof bei statistischen Verhéltniszah-
len auftreten konnen, sondern iiberhaupt, wo eine statistische
Aufzeichnung vorliegt. Wenn wir namlich eine solche Reihe von
statistischen Zahlen uns vor Augen halten oder am besten sie
in einer Kurve oder Staffel graphisch darstellen, so beobach-
ten wir bald, daft neben systematischen Verdnderungen auch ein
regelloses Hin- und Herschwanken auftritt. Ein solches Schwan-
ken werden wir wieder als zuféllig bezeichnen. Allerdings ist es
eine besondere, vielleicht nicht immer l6sbare Aufgabe, die zu-
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falligen Schwankungen richtig herauszuschélen. Unter der Vor-
aussetzung, daf dies gelingt, zeigt sich nun aber, dafs das unbe-
stimmte und meistens auf blofen Vermutungen beruhende Tren-
nen der Ursachen in systematische und zufillige ersetzt wird
durch ein quantitativ auf Grund gemessener oder gezéhlter Zah-
lenwerte ausfiithrbares Scheiden der systematischen und der zu-
falligen Veranderungen. Wir konnen also der Methode der exak-
ten Naturwissenschaft treu bleiben, nur auf Grund bestimmter
Messungen und bestimmter, nach festen Regeln an diese Mes-
sungen gekniipfter Berechnungen vorzugehen.

So werden wir darauf gefiihrt, die Analyse statistischer Ta-
bellen nach bestimmten besonderen Gesichtspunkten als unsere
Aufgabe anzusehen. Hierbei erweist sich nicht einmal der Ur-
sprung der Tabelle aus einer statistischen Zahlung als entschei-
dend, vielmehr wiirden auch Tabellen, die auf Messungen einer
und derselben physikalischen Gréfte beruhen, moge diese Grofe
nun verdnderlich sein oder nicht, einer ganz analogen Analyse
zugéanglich sein.

Bevor wir an diese Untersuchung gehen, scheint die Fra-
ge gerechtfertigt, welche Resultate wir von ihr erwarten diirfen.
Dadurch, daft wir, statt auf das innerliche Zustandekommen der
Zufallsereignisse einzugehen, nur ihre duferliche Verteilung ins
Auge fassen, geben wir, scheint es, die Hoffnung auf ein Eindrin-
gen in das innere Wesen des Zufilligen auf. Uber dieses Wesen
konnen wir ja keine Auskunft erhalten, wenn wir nichts anderes
aufzeichnen, als wie oft innerhalb einer gewissen Gruppe einzel-
ner Fille das in Rede stehende Ereignis eingetreten und ausge-
blieben ist.

Der Ausweg ist eben der, daf wir in der Verteilung, die uns
die statistische Erhebung offenbart, doch in gewissem Sinne ein
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Merkmal der Zufallsereignisse erkennen konnen. Es ergeben sich
gewisse Verteilungen, die typisch fiir die zufélligen Ereignisse
sind. Darin liegt, dafs wir aus der iibereinstimmenden Verteilung
auch auf eine innere Verwandtschaft der beobachteten Ereignisse
schlieften. Ist dieser Schlufs aber berechtigt? Das bleibt unent-
schieden und mufs unentschieden bleiben, weil wir in den Me-
chanismus des Geschehens nicht eindringen kénnen. Aber auch
in der blofsen Analogiebildung liegt eine gewisse Erkléarung. Wir
machen uns eine Erscheinung schon begreiflich, wenn wir eine
andere Erscheinung finden, die sich in derselben Weise dufserlich
offenbart wie die erste. Alles Erklaren ist im Grunde ein Ver-
gleichen. Der Vergleich kann im vorliegenden Falle einerseits so
gefiihrt werden, dafl wir nur die Erscheinungen zusammenfassen,
die eine gleiche oder verwandte Verteilung zeigen; andererseits
kénnen wir aber auch gewisse typische Erscheinungen heraus-
greifen, deren innerer Organismus uns leidlich klar erscheint und
nach ihnen die Erscheinungen mit verwandter Verteilung beur-
teilen. Solche typische Erscheinungen sind die Gliicksspiele. Wir
wiirden danach als zufallige Ereignisse solche zu bezeichnen ha-
ben, bei deren statistischer Verfolgung sich dieselbe Verteilung
der Ergebnisse wie bei den reinen Zufallsspielen herausstellt. Fiir
die Gliicksspiele kann man aber als zweckméfig ein bestimmtes
Schema wéhlen, und dieses wird fast immer durch die Ziehun-
gen aus einer Urne, in der Kugeln von verschiedener Farbe ge-
mischt enthalten sind, gebildet. Die Beurteilung der Zufallser-
eignisse nach diesem Urnenschema wiirde so das letzte Stadium
der Untersuchung sein. Welchen Wert man ihr beimessen will,
bleibt in gewisser Weise dem freien Belieben iiberlassen. Jeden-
falls scheint es kein anderes Verfahren zu geben, um in einwand-
freier Weise dem Charakter des Zufilligen nachzuspiiren. Die
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Betrachtungen, zu denen dieser Gedankengang fiihrt, hat man
fiir solid genug zu halten, um darauf die Erforschung sowohl
der Vorgénge in den kleinsten Teilen der Materie als auch der
Verteilung der Himmelskorper im Weltenraum zu griinden.
Eines aber wird geltend gemacht werden und verdient so-
gleich hervorgehoben zu werden. Indem man zur statistischen
Zahlung iibergeht, verschwindet das einzelne Ereignis und die
Betrachtung bezieht sich nur auf die statistische Gesamtheit.
Die gewiahlte Behandlungsweise setzt so voraus, dafs es nicht das
einzelne Ereignis ist, worauf wir unser Interesse lenken, dafs wir
vielmehr erst in der Gesamtheit der zusammengefafsten Ereig-
nisse den Gegenstand unserer Uberlegung sehen. So ist in dem
angefiihrten physikalischen Beispiel nicht die Bewegung des ein-
zelnen Molekiils der Zielpunkt der Untersuchung, sondern wie
sich aus einer bestimmten Verteilung der Bewegungen aller ein-
zelnen Molekiile die beobachtbaren Eigenschaften und Zustédnde
des ganzen Korpers ergeben. In dem anderen Beispiele, das der
Astronomie angehort, handelt es sich nicht um die Lage des
einzelnen Fixsterns, sondern um die Verteilung aller Fixsterne
im Weltenraum. Ebenso ist bei den Untersuchungen tiber die
Erscheinungen in der menschlichen Gesellschaft, die auf zah-
lenméafiger Grundlage moglich sind, nicht das einzelne Indivi-
duum der Gegenstand der Betrachtung, sondern eben die Ge-
samtmasse der Bevolkerung. Das Wohl und Wehe des einzelnen
verschwindet und nur das Los der Allgemeinheit ist es, was in
der Untersuchung zutage tritt. Man kann es vermissen, daf so
die Aufkldarung des einzelnen Zufallsereignisses an sich, die nur
durch ein Eingehen auf seine individuelle Besonderheit moglich
ist, durch die statistische Methode nicht gegeben wird. Man wird
aber erkennen, daft doch das wahre, kardinale Problem beriihrt
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wird. Denn dieses Problem ist das, wie sich auf der Unbestimm-
barkeit und anscheinenden Regellosigkeit des einzelnen Falles
eine Gesetzmafbigkeit aufbaut und feste in Zahlen ausdriickbare
Zusammenhénge in der Gesamtheit ergeben. Gerade dies ist es
ja auch, was selbst nach aller moglichen Aufkldrung unser tiefes
Erstaunen hervorruft.
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Stationare Zahlenreihen.

Wir wollen nun allgemein ausgehen von der Zusammenstel-
lung einer Reihe von Zahlenwerten, die man als eine Tabelle
bezeichnet. An einer Tabelle ist zu unterscheiden der Kopf, der
Eingang und der Eintrag. In dem Kopf der Tabelle wird
angegeben, was die in der Tabelle eingetragenen Zahlen allge-
mein bedeuten. Der Eingang dagegen setzt die Bedeutung
der einzelnen Zahlen in der Tabelle fest. Damit also eine Reihe
von Zahlen sich in einer Tabelle anordnen léfst, ist es notwendig,
daf sie eine gemeinsame Bedeutung haben und die einzelne Zahl
der Reihe nur noch durch eine besondere Bestimmung festgelegt
wird. Diese besondere im Eingang der Tabelle stehende Bestim-
mung kann verschiedener Art sein. Sie kann die in der Tabelle
eingetragenen Zahlen oOrtlich umgrenzen, wie wenn z. B. in ei-
ner Statistik {iber Preufen bestimmte Zahlen fiir die einzelnen
Provinzen angegeben werden. Sie kann auch z. B., wenn es sich
um zahlméfkige Bestimmungen von Eigentiimlichkeiten einzel-
ner Individuen handelt, die Namen dieser Individuen enthalten,
oder diese Namen durch laufende Nummern ergénzen oder er-
setzen. Eine solche Tabelle kann man allgemein als eine Liste
bezeichnen. Der Eingang kann aber auch selbst eine zahlméfi-
ge Bestimmung bedeuten. Sehr haufig bezeichnet er eine Zeit,
entweder Zeitabschnitte, z. B. Jahre, Monate oder Tage, oder
bestimmte Zeitpunkte.

Der Eingang der Tabelle kann ferner eine reine Zahl sein.
Dann haben wir eine rein mathematische Tabelle vor uns, die
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bestimmten Zahlenwerten wieder bestimmte Zahlenwerte zuord-
net. Sie legt das fest, was man im mathematischen Sinne als eine
Funktion bezeichnet. In ihr konnen unter anderem die Re-
sultate bestimmter Rechenoperationen zusammengestellt sein.
Dahin gehoren z. B. die Logarithmentafeln. Wir wollen solche
Tabellen als analytische bezeichnen. Den analytischen Ta-
bellen stehen die empirischen gegeniiber, die nicht blof auf
mathematischen Rechnungen beruhen, sondern in denen ein be-
stimmtes Erfahrungsmaterial niedergelegt ist, unter Umstdnden
im Verein mit Rechnungen, die an die empirisch ermittelten Zah-
lenwerte angekniipft werden. Wir haben bei diesen empirischen
Tabellen wieder zu unterscheiden, ob ihnen bestimmte Mes-
sungen oder bloke Zahlungen zugrunde liegen. Im ers-
ten Falle konnen wir von einer Messungsreihe sprechen,
im zweiten Falle haben wir eine Zadhlungsreihe oder eine
eigentliche statistische Tabelle vor uns. Um gleich ein Beispiel
fiir beide Arten anzufiihren, kénnen wir als Messungsreihe die
Bestimmung der Korpergrofe eines Menschen in den verschie-
denen Lebensaltern nehmen, als Beispiel fiir eine Zahlungsreihe
eine sogenannte Sterbetafel, die angibt, wieviel Menschen aus
einer bestimmten Gruppe von Geborenen in den verschiedenen
Lebensaltern sterben. Der Eingang der Tabelle ist in beiden Fal-
len dieselbe Zahl, ndmlich das Lebensalter. Der Eintrag ist in
dem einen Falle eine Lange, also eine gemessene Zahl, im ande-
ren Falle eine durch Abzdhlung gewonnene Zahl, ndmlich eine
Anzahl von Personen.

Die Korpergrofen beziehen sich auf Personen méannli-
chen Geschlechtes. Sie entsprechen nicht der Entwickelung ei-
nes bestimmten Menschen, sondern sind Durchschnittszahlen,
geben also die Entwickelung eines ,,Durchschnittsmenschen® an.



Drittes Kapitel. 30

Der Gesamtgrofe ist die Beinldnge hinzugefiigt und in einer drit-
ten Spalte gleich das Verhéltnis der Gesamtgrofe zur Beinlan-
ge angegeben. Man erkennt, daf dieses Verhéltnis wihrend des
Wachstums des Menschen abnimmt und sich einem bestimm-
ten Endwert néhert, den es aber schon vor der Vollendung des
Wachstums erreicht.

Korpergrofe méannlicher Personent).

Alter | Gesamtgrofe | Beinlinge Gesamtgroke
Jahre m m Beinlédnge
0 0,500 0,160 3,13
1 0,698 0,241 2,90
2 0,791 0,288 2,75
3 0,864 0,328 2,64
4 0,927 0,367 2,53
) 0,987 0,404 2,44
6 1,046 0,441 2,37
7 1,104 0,478 2,31
8 1,162 0,514 2,26
9 1,218 0,550 2,21
10 1,273 0,584 2,18
11 1,325 0,616 2,15
12 1,375 0,646 2,13
13 1,423 0,674 2,11
14 1,469 0,701 2,10
15 1,513 0,723 2,09
16 1,554 0,745 2,09
17 1,594 0,766 2,09
18 1,630 0,782 2,09
19 1,655 0,794 2,09




Stationare Zahlenreihen.

Alter | Gesamtgrofe | Beinlinge Gesamtgroke
Jahre m m Beinldnge
20 1,669 0,802 2,09
25 1,682 0,806 2,09
30 1,686 0,806 2,09
40 1,686 0,805 2,09
Fig. 1.
200
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1) Vgl. Quételet, Anthropométrie, Bruxelles 1871.
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Wir fiigen dieser Tabelle sofort die graphische Darstellung
hinzu, die den Entwickelungsgang noch anschaulicher macht.

Die Sterbetafel, die wir als Beispiel fiir eine Zahlungs-
reihe anfiihren, gibt nicht etwa an, wie eine bestimmte Gruppe
von gleichzeitig Geborenen mit den Jahren sich gelichtet hat,
sondern sie enthélt die Absterbeordnung, wie sie sich aus den
Sterbeféllen einer bestimmten Epoche, wenn man diese nach
dem Alter der Gestorbenen gruppiert, ergibt. Das folgende ist
in abgekiirzter Form die deutsche Sterbetafel fiir das Jahrzehnt
1901 bis 1910'). Die Anzahl der Geborenen ist gleich 100000
gesetzt, neben den Uberlebenden stehen die withrend des folgen-
den Jahres Gestorbenen, und daneben ist noch das Verhéltnis
der voranstehenden Zahlen der beiden ersten Spalten, die soge-
nannte Sterbenswahrscheinlichkeit fiir ein Jahr angegeben. Wir
beschrinken uns wieder auf Personen ménnlichen Geschlechts.

Alter ) Gestorbene | Sterbenswahrschein-
Jahre Uberlebende wahrend lichkeit
eines Jahres flir ein Jahr
0 100000 20234 0,20234
1 79766 3181 0,03963
2 76 585 1143 0,01 492
3 75442 715 0,00947
4 74727 516 0,00691
5 74211 391 0,00 528
10 72827 177 0,00244
15 72007 199 0,00277
20 70647 356 0,00 504

1) Siehe Statistisches Jahrbuch fiir das Deutsche Reich 1913.
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Gestorbene | Sterbenswahrschein-

i}fﬁz Uberlebende |  wihrend lichkeit
eines Jahres fir ein Jahr

25 68 881 353 0,00513
30 67092 373 0,00 556
35 65104 454 0,00 697
40 62 598 577 0,00922
45 59405 739 0,01244
50 55 340 937 0,01693
55 50 186 1183 0,02 357
60 43807 1428 0,03 260
65 36079 1698 0,04 706
70 27136 1882 0,06 936
75 17586 1871 0,10640
80 8987 1419 0,15 787
85 3212 744 0,23 160
90 683 219 0,32 002
95 74 30 0,41 399

100 4 2 0,49 668

Man sieht, wie die Zahlenreihen in den verschiedenen Spal-
ten sich verhalten. Die Zahlen in der ersten Spalte nehmen na-
tiirlicherweise bestédndig ab. Die Zahlen in der zweiten Spalte
nehmen zuerst ab, bis sie fiir das Alter von 12 Jahren ein Mi-
nimum erreichen, dann nehmen sie zu, wenig ab, wieder zu und
erreichen fiir ein Alter von ungefdhr 73 Jahren, das Norma-
lalter, ein Maximum, um dann bis zum Schlufs abzunehmen
(vgl. Fig. 2). Die Zahlen der dritten Spalte nehmen zuerst eben-
falls ab und erreichen ein Minimum mit den Zahlen der zweiten
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Fig. 2. Anzahlen der in
den verschiedenen Lebensaltern Gestorbenen auf 100000 Geborene.
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Spalte, dann aber nehmen sie bestdndig und zwar zum Schlufs
sehr stark zu.

Jenach der Art des Einganges lassen sich die Tabellen
in zwei Arten scheiden. Bedeutet ndmlich der Eingang eine Zahl
oder eine Zeit, so ergibt sich hiernach eine natiirliche Ordnung,
nach der die Zahlen in der Tabelle entsprechend dem Eingang
zu nehmen sind. Dagegen kann es auch vorkommen, wie es bei
einer Liste oder bei einem Register haufig der Fall ist, dafs die
Reihenfolge, in der man die Bezeichnungen des Einganges und
damit die Zahlen der Tabelle nimmt, vollig willkiirlich bleibt.
Wir werden also immer unterscheiden kénnen, ob eine Tabel-
le sich ohne Verletzung einer natiirlichen Ordnung umordnen
laft oder nicht. Diese Unterscheidung fallt allerdings nicht ganz
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damit zusammen, ob der Eingang nach einem natiirlichen Prin-
zip geordnet ist oder nicht. Dies zeigt ein Beispiel sofort. Im
Falle eines Geburtenregisters ist eine natiirliche Ordnung nach
dem Zeitpunkt der Geburt vorhanden, aber wenn es sich um
irgend eine zahlméfige Bestimmung handelt, die an die Gebore-
nen angekniipft wird, z. B. die Lebensdauer, so kann man doch
eine Umordnung, etwa nach der Lebensdauer, vornehmen. Also
ist die Verletzung einer natiirlichen Ordnung nicht notwendig
dann vorhanden, wenn der Eingang nach bestimmten Gesichts-
punkten geordnet ist. Dagegen wire eine Umordnung z. B. bei
einer Logarithmentafel undenkbar. Dies liegt daran, dak zwi-
schen dem Eingang und dem Eintrag ein bestimmter gesetzmé-
figer Zusammenhang besteht: der Eintrag ist eine Funktion des
Einganges, und die Tabelle hat den Zweck, diese Funktion dar-
zustellen. Beim Geburtenregister ist aber nicht unmittelbar die
Lebensdauer als eine Funktion des Geburtsdatums anzusehen,
die Tabelle stellt also nicht eine bestimmte Funktion, sei es eine
analytische oder eine empirische, dar, und in diesem Fall ist die
Umordnung gestattet.

Wenn nun die Tabelle umgeordnet wird, so gelangt man
durch diese Umordnung immer dazu, einen funktionalen Zusam-
menhang zu finden. Man geht zu dem Zweck von einer gewissen
natiirlichen Umordnung der Tabelle aus. Diese natiirliche
Umordnung ist die, bei der die Zahlenwerte der Tabelle ihrer
Grofe nach aufeinander folgen. Man kann dann das ganze In-
tervall, das die Zahlen erfiillen, in eine Anzahl gleiche Teile teilen
und angeben, wieviel Zahlen der Tabelle in jeden dieser Teile fal-
len. Man unterwirft also sozusagen die Zahlenwerte der Urreihe
selbst einer Statistik, und das Resultat dieser Statistik hat im-
mer den Charakter einer funktionalen Abhéngigkeit. Zu jeder
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Grofse der vorkommenden Zahlenwerte gehort ja eine bestimm-
te Haufigkeit des Vorkommens. Die so abgeleitete Zahlenreihe
soll eine Verteilungsreihe heiflen. Wir kénnen auch von
einer Verteilungsfunktion sprechen, doch denkt man bei
dem Wort Funktion gewhnlich an die gegenseitige Abhéngigkeit
zweier kontinuierlich veranderlichen Zahlen, die ja nicht aus der
Tabelle selbst unmittelbar hervorgehen, sondern von der diese
nur den angenéherten Ausdruck bilden kann.

Es ist nun nicht eine allgemeine Eroérterung der durch Tabel-
len gegebenen Zahlenfolgen unsere Aufgabe, vielmehr handelt es
sich fiir uns darum, die Schwankungen herauszufinden, die wir
bei den in der Tabelle eingetragenen Zahlenwerten als zuféllige
bezeichnen sollen.

Zu dem Zweck greifen wir eine besondere Art von Zahlen-
reihen heraus, namlich solche Reihen, bei denen wir keine syste-
matische Zu- oder Abnahme der eingetragenen Zahlenwerte be-
obachten konnen, deren Werte vielmehr fortwahrend zwischen
bestimmten Grenzen eingeschlossen bleiben. Solche Reihen von
Zahlen wollen wir als stationare Zahlenreihen bezeichnen.
Die néchste Aufgabe wire also die, genau anzugeben, wann eine
Reihe als stationédr zu gelten hat. Hierfiir 14t sich aber nicht
eine scharfe, allgemein giiltige Definition geben, vielmehr kann
man nur Regeln anfiithren, die einen gewissen Anhalt fiir die
Beurteilung stationdrer Reihen gewédhren. Solche Regeln finden
wir, indem wir die Differenzen der in die Tabelle eingetrage-
nen Zahlenwerte bilden. Wir kénnen dabei auf doppelte Weise
vorgehen. Entweder bilden wir die Differenzen von je zwei auf-
einander folgenden Tabellenwerten, oder wir bilden die Differenz
eines Tabellenwertes von allen anderen. Im ersten Falle erken-
nen wir, daf eine Reihe stationér ist, daran, daf die Vorzeichen
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der Differenzen regellos schwanken. Dies allein wiirde aber nicht
ausreichen, denn wir konnen uns eine Reihe denken, bei der po-
sitive und negative Differenzen abwechseln und bei der doch
ein bestdndiges Anwachsen der eingetragenen Werte stattfindet,
indem die positiven Differenzen der Grofe nach die negativen
andauernd iiberwiegen. Deshalb mufs eine auf dem zweiten Fall
der Differenzenbildung aufgebaute Regel ergénzend hinzutreten.
Diese zweite Regel sagt aus, dafs die Differenzen eines festen
Wertes von allen anderen, der Reihe nach genommenen Werten
keine systematische Zu- oder Abnahme erfahren diirfen, dafs sie
vielmehr selbst den Typus der regellosen Schwankungen zeigen
missen. Allerdings muf es moglich sein, daf diese Differenzen
alle dasselbe Vorzeichen haben. Dies tritt ein, wenn wir fiir den
festen Wert den grofiten oder kleinsten Wert der Reihe nehmen.
Wollen wir positive und negative Differenzen haben, so miis-
sen wir einen Mittelwert zwischen diesen beiden Extremwerten
nehmen, im besonderen den Wert der Reihe, unter dem hochs-
tens ein Wert der Reihe mehr oder weniger liegt als tiber ihm.
Dann miissen die Vorzeichen der Differenzen regellos wechseln,
es diirfen nicht z. B. die positiven sich in einer Gegend héaufen,
insbesondere indem sie nach einer bestimmten Seite hin zuneh-
men. Diese einfachen Regeln reichen zu einer vorldufigen Beur-
teilung, ob eine vorliegende Reihe als stationdr zu gelten hat,
aus. Es wird aber gut sein, wenn wir zunéchst ein paar Beispiele
fiir stationére Reihen anfiihren.

Ein erstes wichtiges Beispiel solcher Reihen wird gegeben
durch eine Reihe von Messungen derselben physikali-
schen Grofe. Wenn die Messungen leidlich genau sind, wei-
chen die erhaltenen Werte verhéltnisméfig wenig voneinander
ab, um so weniger, je genauer die Messungen waren. Bei phy-
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sikalischen Grofen glauben wir an einen wahren Wert, dem die
durch Messung gefundenen Werte mehr oder weniger nahe kom-
men. Die Abweichung von diesem wahren Wert bezeichnen wir
dann als den Fehler der Messung. Die Betrachtungsweise,
der wir hier folgen, geht jedoch auf die Bedeutung der Exis-
tenz des wahren Wertes, die immer jenseits des Bereiches der
eigentlichen Messungen liegt, nicht weiter ein, vielmehr ist das
einzig Gegebene fiir uns die Messungsreihe selbst. Der als Re-
sultat der einzelnen Messungen niedergelegte Zahlenwert ist der
zusammenfassende Ausdruck eines bestimmten Vorganges, den
wir eben als Messung bezeichnen und bei dem gewohnlich drei
Momente: der der Messung zugrunde liegende physikalische Tat-
bestand, die messende Person und das Mefinstrument, zusam-
menwirken. Den physikalischen Tatbestand setzen wir als un-
abhingig von der messenden oder beobachtenden Person vor-
aus. Nur unter dieser Voraussetzung ist es moglich, von einem
bestimmten, unabhéngig von der Messung bestehenden Zahlen-
wert, dem wahren Wert, zu sprechen und die Abweichung von
diesem wahren Wert, den begangenen Fehler, teils der Person
des Messenden, teils dem Mefkinstrument zuzuschreiben. So tritt
auch in die sogenannte Fehlertheorie der Glaube an die von der
Wahrnehmung unabhingige Wirklichkeit einer uns umgebenden
Welt entscheidend hinein, und da dieser Glaube, weil er aus den
Sinneswahrnehmungen selbst nicht abgeleitet werden kann, not-
wendigerweise metaphysischen Charakter hat, steht auch die so
aufgefalite Fehlertheorie auf metaphysischem Boden, sie ist nur
transzendent zu begriinden, unsere Betrachtungen dagegen sind
wesentlich immanenter Natur, sie bleiben ganz innerhalb der
Grenzen der Wahrnehmung, das einzig Gegebene sind fiir uns
die Beobachtungsresultate selbst, und es handelt sich nur um
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eine bestimmte Analysierung dieser Resultate.

Hierdurch ist bedingt, daf wir die als Resultate verschiede-
ner Messungen derselben physikalischen Grofe sich ergebenden
Zahlen nicht anders werten wie irgend eine andere stationére
Zahlenreihe, bei der es ganz sicher ist, daf die einzelnen Zahlen-
werte sich nicht auf eine und dieselbe physikalische Grofe be-
ziehen. Als ein erstes Beispiel fiir eine solche Zahlenreihe wollen
wir die mit Roggen bebaute Bodenfldche in Meck-
lenburg-Schwerin wihrend der einzelnen Jahre nehmen:

Eriziﬁﬁhe Jahr Erﬁﬁiﬁche Jahr Erﬁﬁiﬁche
1880 1646 1889 1673 1898 1582
1881 1647 1890 1673 1899 1568
1882 1646 1891 1673 1900 1620
1883 1673 1892 1625 1901 1661
1884 1673 1893 1703 1902 1728
1885 1673 1894 1701 1903 1612
1886 1673 1895 1539 1904 1652
1887 1673 1896 1618 1905 1678
1888 1673 1897 1616 1906 1675

Jahr

Die Tabelle zeigt deutlich, daf wir es hier mit einer sta-
tiondren Zahlenreihe zu tun haben, denn die aufgezeichneten
Zahlenwerte bleiben zwischen den Grenzen 1539 und 1728, und
es ist kein merkliches Fortschreiten in der Reihe zu beobachten,
vielmehr gehoren der grofste und der kleinste Wert zwei mitten
in der Reihe, und zwar ziemlich dicht beieinander liegenden Jah-
ren (1893 und 1902) an. Es sind aber an diese Zahlenfolge noch
einige kritische Bemerkungen zu kniipfen. Die absolute Unver-
anderlichkeit wiahrend der Jahre 1883 bis 1891 macht ganz den
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Eindruck, als ob sie nicht auf wirklicher Beobachtung beruhte,
sondern dadurch entstanden wére, dafs einfach die Zahlen des
vorigen Jahres wieder hingesetzt wurden. Bei der Frage nach
der Entstehungsweise der Tabelle tritt hier also als wahrschein-
lich ein Grund auf, der von ganz anderer Art ist als die Ursache,
die eine wirkliche Verdnderung oder Unverénderlichkeit in den
durch die Tabelle gegebenen realen Grofen bedeutet. Er bedeu-
tet einen objektiven Fehler bei der Aufstellung der Tabelle. Der-
artige Fehler sind bei statistischen Erhebungen notwendigerwei-
se mit in Rechnung zu ziehen, sie bilden den groften Ubelstand
der Statistik, weil die Versuchung sehr grofs ist, miihevollen Er-
hebungen durch das Erdichten einer Zahl zu entgehen.

Zu den Zahlenreihen, die auf Grund bestimmter Messun-
gen oder Zahlungen entstehen und an sich stationér sind, kon-
nen Zahlenreihen treten, die aus unmittelbar beobachteten Zah-
lenwerten erst durch bestimmte Rechenoperationen abgeleitet
sind. Insbesondere fragt es sich, ob sich nicht unter Umstéan-
den eine stationdre Reihe durch Verbindung mehrerer Beobach-
tungsreihen ableiten lafst. Wir erlautern dies am besten gleich
durch ein der Physik entnommenes Beispiel. Man denke sich eine
U-formig gebogene Rohre, deren unterer, gekrimmter Teil mit
Quecksilber gefiillt ist, wiahrend der eine, geschlossene Schenkel
Luft enthélt. Der andere Schenkel der Réhre ist offen. Wenn
hierin Quecksilber zugegossen wird, wird die Luft im geschlos-
senen Schenkel komprimiert. Das Volumen ist aus dem Stande
des Quecksilbers sofort zu bestimmen. Wir messen ferner den
Unterschied zwischen der Hohe des Quecksilbers in dem offe-
nen und in dem geschlossenen Schenkel und bestimmen daraus
den Druck, den die Luft in dem geschlossenen Schenkel auf das
Quecksilber ausiibt. Die so bestimmten Werte von Volumen und
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Druck zeichnen wir in einer Tabelle auf und fiigen in einer drit-
ten Spalte sogleich das Produkt zusammengehériger Werte von
Volumen und Druck hinzu. Aus einer Reihe von Beobachtungen
ist so die folgende Tabelle abgeleitet:

Volumen | Druck
ccm cm Hg

202 | 758 | 1531
19,0 | 81,4 | 1547
172 | 89,0 | 1531
15,2 | 100,0 | 1520
13,8 | 110,0 | 1518
124 | 124,3 | 1541
11,0 | 139,1 | 1530

98 | 156,5 | 1535

Produkt

Wir sehen hieraus, daf die Werte von Volumen und Druck
keine stationédre Reihe bilden, wohl aber die durch Multiplikati-
on zusammengehoriger Zahlen abgeleiteten Werte in der dritten
Spalte. Man sieht nun die durch eine solche Ableitung gefun-
dene stationédre Reihe als den Ausdruck einer in Wirklichkeit
unverdnderlichen physikalischen Grofe an. Man setzt daher fiir
die einzelnen gefundenen Werte eine Konstante C' und findet
dann im vorliegenden Falle, indem man allgemein das Volumen
mit v, den Druck mit p bezeichnet, als die durch die vorstehende
Tabelle ausgedriickte Beziehung;:

p-v=_C.

Die Ableitung einer stationédren Reihe aus bestimmten ge-
messenen Zahlenwerten bedeutet also hier die Ermittelung eines
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funktionalen Zusammenhanges zwischen bestimmten physikali-
schen Grofsen oder, wenn man will, ein Naturgesetz, in diesem
Falle das sogenannte Boylesche oder Mariottesche Gesetz,
das die Abhéngigkeit von Druck und Volumen bei gleichbleiben-
der Temperatur ausdriickt. Die Ermittelung einer stationéren
Reihe ist geradezu die Aufgabe bei der Aufdeckung irgend eines
physikalischen Zusammenhanges.

Die Ermittelung eines derartigen einfachen Zusammenhan-
ges ist meistens nur bei den elementaren Naturerscheinungen
moglich. Es sei gestattet, ein sehr merkwiirdiges Beispiel an-
zufiihren, wo sie auch bei sehr viel hoher stehenden Prozessen
gelingt. Es ist ein Beispiel aus der Biologie, das sich auf ein
primitives Lebewesen (Triloculina rotunda), einen mehrkamme-
rigen Kammerling, bezieht. Hieran hat Iterson Messungen
vorgenommen, durch die er die Breite der einzelnen Kammern
bestimmte, und dabei gefunden (vgl. Rhumbler, Die Forami-
niferen, Kiel 1911, S. 176):

Kammer. | - Verhéil.tnis
Kammer . jeder Breite zur
breite vorhergehenden
2 34 —
3 45 1,32
4 61 1,36
5) 84 1,38
6 114 1,36
7 142 1,25
8 182 1,28
9 246 1,35
10 319 1,30
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Die dritte Spalte bildet wieder eine stationdre Zahlenreihe.
Es ergibt sich also auch hier ein einfacher funktionaler Zusam-
menhang, wenn wir die stationédre Reihe als den Ausdruck einer
Konstanten ¢ ansehen. Nennen wir die Breiten der einzelnen
Kammern y;, so finden wir:

Yi+1 _
Yi

Y

d. h. die Kammerbreiten bilden eine geometrische Progression,
das sogenannte Gesetz des organischen Wachstums findet sich
hier sehr angenédhert verwirklicht.

Die auf die Vorginge in der menschlichen Gesellschaft be-
zliglichen Zahlenreihen zeigen meist keine so einfache Regelmé-
kigkeit wie die in der Naturwissenschaft aus bestimmten Mes-
sungen und Zdhlungen entspringenden Zahlenwerte. So oft man
den Versuch gemacht hat, auch sie durch eine Formel darzu-
stellen, so selten ist es wirklich gelungen, und selbst dann ist
schwer zu sagen, ob die gefundene Formel wirklich einem inneren
Zusammenhange entspricht oder der darzustellenden Reihe rein
auferlich angepakt ist. Doch ist bisweilen die Regelméfigkeit
in den statistischen Zahlenfolgen weit grofer, als man gewohn-
lich denkt. Als ein sehr merkwiirdiges Beispiel hierfiir wollen wir
nach Pearson eine Statistik {iber die Ehescheidungen in
den Vereinigten Staaten, in der die Haufigkeit der Schei-
dungen nach der Dauer der Ehe aufgezeichnet ist, anfiihren. Man
verfahrt am einfachsten so, dafs man die Zahlen graphisch auf-
tragt und dann durch Probieren eine moglichst einfache Kurve
zu finden sucht, welche dem aufgezeichneten Werte moglichst
entspricht. Man findet in dem vorliegenden Falle eine Kurve von
sehr einfachem Verlauf, die zuerst jih aufsteigt, etwa bei dem
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Abszissenwert 3% Jahre ein Maximum erreicht und dann all-
méhlich abfillt (Fig. 3). Man hiite sich nur, den Ordinaten der
Kurve eine unmittelbare Bedeutung zu geben. Sie ist allein eine
[llustration des Verlaufes der aufgezeichneten Zahlenreihe.

Von Wichtigkeit ist auch, den Verlauf einzelner Verhéltnis-
zahlen néher zu untersuchen, gerade um der Meinung entgegen-
zutreten, als ob auch alle statistischen Verhéltniszahlen statio-
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Lebendgeborene

Lebendgeborene

Lebendgeborene

Jahr Prom. Jahr Prom. Jahr Prom.
1862 36,0 1871 34,5 1880 37,6
1863 38,3 1872 39,5 1881 37,0
1864 38,5 1873 39,7 1882 37,2
1865 38,2 1874 40,1 1883 36,6
1866 38,3 1875 40,6 1884 37,2
1867 36,9 1876 40,9 1885 37,0
1868 36,9 1877 40,0 1886 37,1
1869 37,9 1878 38,9 1887 36,9
1870 38,4 1879 38,9 1888 36,6
1889 36,4 1897 36,1 1905 33,0
1890 35,7 1898 36,1 1906 33,1
1891 37,0 1899 35,9 1907 32,3
1892 35,7 1900 35,6 1908 32,1
1893 36,8 1901 35,7 1909 31,0
1894 35,9 1902 35,1 1910 29,8
1895 36,1 1903 33,8 1911 28,6
1896 36,3 1904 34,0

nare Zahlenreihen lieferten und keine systematischen Verénde-
rungen zeigten.

Wir wollen als Beispiel die Anzahlen der Lebendge-
borenen in Promille der Einwohnerschaft wahrend
der einzelnen Jahre im Gebiete des Deutschen Reiches nehmen.

Die Zahlenreihe zeigt nach den Einsenkungen in den Kriegs-
jahren ein deutlich erkennbares Maximum im Jahre 1876,
d. h. auf dem Gipfel des wirtschaftlichen Aufschwunges nach
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dem deutsch-franzosischen Kriege. Dann folgt eine Abnahme,
nach der sich von etwa 1881 bis 1901 eine anscheinend stationare

Fig. 4.
Prom.

30} it

20

1862 1872 1882 1802 1802 1912
Jahr

Reihe ergibt, bis etwa von dem Beginn des neuen Jahrhunderts
an sich eine entschiedene Abnahme bemerkbar macht, die von
der Offentlichkeit auch empfunden und mit Sorge betrachtet

wird.
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Das ,,Gesetz der grofien Zahlen®.

Von besonderer Bedeutung sind die stationédren Reihen, bei
denen die eingetragenen Zahlwerte statistische Verhéltniszahlen
sind. Sie bilden sozusagen den Gegenpol der Messungsreihen,
die sich aus wiederholten Messungen derselben physikalischen
Grofse ergeben. Wahrend bei diesen die erste Frage die ist, wie
iiberhaupt eine Abweichung zwischen den gefundenen Zahlwer-
ten zustande kommt, ist bei den statistischen Verhéltniszahlen
die Frage vielmehr die, wie ihre angendherte Unverdnderlichkeit
zu erklaren ist, da man ja zunédchst fiir diese Unveranderlich-
keit keinen Grund einsieht, weil die Ereignisse, auf die sich die
Verhiltniszahlen beziehen, gewohnlich voneinander unabhangig
sind und man daher nicht erkennen kann, wie sich aus den Er-
gebnissen fiir die Ereignisse wiahrend eines bestimmten Zeitab-
schnittes oder allgemein innerhalb irgend eines Zahlungsberei-
ches nach den Grundsétzen der kausalen Verkniipfung ein Schlufy
auf die analogen Ergebnisse wihrend eines neuen Zeitabschnit-
tes oder innerhalb eines anderen Zahlungsbereiches ziehen lassen
soll. Derart wiirde man dazu gefiihrt werden, die Existenz néhe-
rungsweise konstanter statistischer Verhéltniszahlen als eine in
einzelnen Féllen durch die Erfahrung erwiesene, aber nicht zu
begriindende Tatsache hinzunehmen. Wenn man fiir diese Tat-
sache die gewohnlich iibliche Bezeichnung ,Gesetz der grofsen
Zahlen“ beibehalten wird, so muf man sich dabei klar sein, daf
es sich nicht im eigentlichen Sinne um ein Gesetz, d. h. eine
unverbriichliche Regelméfigkeit handelt, sondern nur um eine
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Tatsache, die bisweilen beobachtet wird. Das ,Gesetz* bedeutet
nur ein Prinzip der Auswahl, indem man insbesondere solche
Verhiltniszahlen herausgreift, die sich als ndherungsweise kon-
stant erweisen, ohne sagen zu kénnen, warum sie es sind, und
ohne iiberhaupt sagen zu konnen, daf allen so herausgegriffenen
Ereignissen eine bestimmte innere Gleichartigkeit zuzuschreiben
sei.

Es ergeben sich aber auch hierbei von vornherein gewisse
Schwierigkeiten, die nicht zu unterschétzen sind. Zunéchst ist zu
beachten, dafs die Unverénderlichkeit nie eine absolute, sondern
immer nur eine angenaherte ist. Es ist daher nicht allgemein zu
entscheiden, wann iiberhaupt statistische Verhéltniszahlen als
konstant angesehen werden sollen, sondern es bleibt immer der
Willkiir iiberlassen, festzulegen, innerhalb welcher Grenzen die
Schwankungen dieser Zahlen sich halten miissen, damit man sie
noch als konstant ansehen kann. Je nachdem, wie man iiber diese
Frage entscheidet, wird der Bereich der konstanten statistischen
Verhéltniszahlen weiter oder enger gezogen.

Nun ist es aber nicht allein die Gréfe der Schwankungen,
es ist auch ihre Form, die in Betracht kommt. Wenn die Veran-
derungen in einer Reihe von Verhiltniszahlen zwar gering sind,
aber sich deutlich ergibt, daf diese Zahlen fortwahrend ab- oder
zunehmen, so wird man ungern diese Zahlen als konstant be-
trachten, vielmehr springt eine bestimmte Anderungstendenz so
deutlich in die Augen, dafl man sie nicht ignorieren kann und
deshalb von einer ,systematischen Anderung” sprechen muf. An-
ders ist es, wenn wenigstens fiir den ersten Anblick regellos Zu-
und Abnahme miteinander wechseln. Dann erkennt man keine
bestimmte Anderungstendenz und man ist vielmehr geneigt, von
einer gewissen Konstanz in den Verhéltniszahlen zu sprechen.
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Es ist allerdings zu bemerken, dafs solche blofs regellose
Schwankungen verhéltnisméfig selten sind und daf die Aufgabe
der Statistik im allgemeinen eher darin besteht, die systemati-
schen Anderungen in den Zahlenreihen zu finden, als die Fille
herauszugreifen, in denen solche Anderungen fehlen. Zweifellos
aber kann man, auch wo offenbar systematische Anderungen vor-
handen sind, falls sie in gewissen engen Grenzen bleiben, immer
noch die Frage aufwerfen, wie es denn kommt, daft man nur so ge-
ringe Anderungen findet, wihrend man von vornherein doch auf
viel grofere Schwankungen gefafst sein miifste. Wenn sich jedes
Jahr eine ziemlich gleichbleibende Zahl von Gestellungspflichti-
gen durch Selbstverstiimmelung dem Militardienst zu entziehen
sucht, so ist dies eine Tatsache, auf die man von vornherein nicht
gefaft sein kann. Man konnte sich doch ebensogut denken, dafs es
in einem Jahr viermal oder zehnmal so viel wie in einem anderen
sind, denn es besteht ja gar kein ursédchlicher Zusammenhang
zwischen den Ergebnissen der einzelnen Jahre. Was im einen
Jahre geschehen ist, 14t sich nicht im geringsten iibertragen
auf das, was im néchsten Jahre geschehen wird. Es kommen ganz
neue Personen in Betracht, die mit den im Vorjahre Beobach-
teten in keinerlei Beziehung stehen. Jeder einzelne handelt fiir
sich, unabhéngig und meist ohne Kenntnis von den {ibrigen. Al-
le Versuche zur Erklarung der geringen Veradnderlichkeit statis-
tischer Verhiltniszahlen, die bisher gemacht sind, scheinen mir
denn auch nicht das erstrebte Ziel zu erreichen. Meistens werden
folgende Gesichtspunkte hervorgehoben: Wenn z. B. jedes Jahr
ungefiahr derselbe Bruchteil der Menschen durch Selbstmord aus
dem Leben scheidet, so liege dieses daran, dafs unter den leben-
den Individuen ein gewisser Prozentsatz in bestimmter Weise
krankhaft veranlagt ist, und durch eine Reihe von Umstédnden,
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die fast immer in der gleichen Weise vorhanden sind, vermoge
ihrer krankhaften Veranlagung zum Selbstmord getrieben wird.
Diese Erkldarung klingt an sich durchaus annehmbar. Man muf
schon etwas néher zusehen, um zu erkennen, daf sie in Wirk-
lichkeit gar keine Erklédrung im Sinne einer Zuriickfithrung auf
leichter zu durchschauende Tatsachen ist. Wir konnen namlich
zunachst fragen: Wie kommt es denn, dafs ein bestimmter Pro-
zentsatz der lebenden Individuen eine krankhafte Neigung zum
Selbstmord besitzt? Selbst wenn diese Neigung in allen Féllen
von den Eltern auf die Kinder iiberginge und nur auf diese Weise
zustande kime, so daf immer die Kinder der zum Selbstmord
veranlagten Personen und nur diese die gleiche Neigung besitzen,
selbst dann bliebe noch zu erklaren, wie es kommt, dafl von einer
Gruppe Menschen, die einen bestimmten Prozentsatz der Bevol-
kerung ausmacht, auch die Nachkommen immer wieder angena-
hert denselben Prozentsatz der Bevolkerung ausmachen, was ja
durchaus nicht selbstverstiandlich ist, da die Anzahl der Kinder
von einem Ehepaar zum anderen erheblich wechselt, auch die
so veranlagten Personen nicht immer zur Heirat gelangen, und
schlieflich bleibt auch zweifelhaft, wenn nur eines der Eltern die
Anlage besitzt, ob dann das Kind sie wieder erbt, denn wenn
das immer der Fall wére, miifte ja die Anzahl der so disponier-
ten Personen rapid zunehmen. Eine eigentliche Erklarung ist so
schon bei dieser Annahme nicht gegeben, und noch viel weni-
ger, wenn die Veranlagung zum Selbstmord auch durch andere
uns unbekannte Umstédnde bei der Zeugung oder im Verlauf der
Entwickelung zustande kommen kann. Endlich lafst sich nicht
einmal behaupten, daf in allen Féllen der Selbstmord auf einer
bestimmten Veranlagung beruhe, durch eine Reihe besonderer
Umsténde, insbesondere den wirtschaftlichen oder moralischen
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Zusammenbruch, kann moglicherweise auch ein normal veran-
lagter Mensch zum Selbstmord getrieben werden. Namentlich ist
ja bekannt, dafs Liebespaare, ohne daf beide Teile zum Selbst-
mord pradisponiert sein miissen, durch die erotische Stimmung
zum Selbstmord gebracht werden. Alles das sind Umsténde, die
sich von vornherein nicht abwéagen lassen. Man kann in allen
Féllen nur dieselbe Behauptung wiederholen, es befinde sich in
der menschlichen Gesellschaft von den unter den verschiedenen
Einwirkungen stehenden Individuen immer angenéhert ein be-
stimmter Prozentsatz. Dadurch wird aber die eigentliche Tat-
sache der Unveradnderlichkeit nicht erklart, sondern nur fortge-
setzt behauptet. Gewifs konnen wir behaupten, es befinde sich
in der Gesellschaft immer angenéhert derselbe Prozentsatz von
ungliicklichen Liebenden oder bankerotten Existenzen, aber wie
dieses wiederum zu erklédren sei, dafiir fehlt uns ebensosehr je-
de Handhabe wie fiir die urspriingliche Frage. Das anfangliche
Problem wiederholt sich immer aufs neue.

Auch die Berufung auf eine durchgehende Gesetzméfigkeit,
die in der menschlichen Gesellschaft ebenso wie in der Natur
walten miisse, erklért gar nichts, ebensowenig wie der Vergleich
mit den die Ordnung im Staat herstellenden Gesetzen!). Al-
lerdings ist es nicht ganz so, wie Windelband (Die Lehren
vom Zufall, Inauguraldiss., Géttingen 1871, S. 47) sagt, dak ein
naturwissenschaftliches Gesetz nur da vorliege, wo sich genau
dasselbe numerische Verhéltnis herausstellt. Denn alle Beobach-
tung zeigt wegen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler und
wegen der stets wirksamen storenden Nebenerscheinungen nie

D Vgl. Ad. Wagner, Die GesetzmiiRigkeit in den scheinbar willkiirli-
chen menschlichen Handlungen. Hamburg 1864.
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die genaue, sondern immer nur die angendherte Erfiillung des
Gesetzes. Wir konnen aber iiberhaupt nicht von einer naturge-
setzlichen Erklarung reden, wo nur in einem bestimmten Bruch-
teil der in Betracht kommenden Félle ein bestimmter Erfolg ein-
tritt. Das Wesen der Naturerkldrung ist nédmlich, daff wir mit
einer Erscheinung immer eine andere Erscheinung verkniipft fin-
den. Wenn wir daher die Erklarungsweise der Naturwissenschaft
beibehalten wollen, so miissen wir die wirklich beobachteten Tat-
sachen derart ergédnzen, daf wir in allen Féllen, wo bestimmte
Voraussetzungen erfiillt sind, auch einen bestimmten Erfolg er-
halten. Wir fiigen daher zu den konstanten Bedingungen, die in
allen Fallen gleichméfig erfiillt sind, variable Bedingungen hin-
zu, die den Erfolg im einzelnen Falle entscheiden. Nehmen wir
z. B. die Kindersterblichkeit wéihrend der ersten Lebensmona-
te. Wir konnen dann sagen, daf der Tod der Kinder aus ihrer
geringen Lebensfahigkeit folgt. Wir teilen also den Kindern bei
ihrer Geburt eine verschiedene Lebenskraft zu, nach der sich ih-
re Lebensdauer bestimmt. Es gehen aber die Kinder nicht ein,
wie ein Lichtstummel verloscht, wenn er abgebrannt ist, sondern
es tritt immer, wenn sie sterben, eine dufsere Ursache hinzu, die
auch ausbleiben kann. Ob und wann das geschieht, dafiir fehlt
uns jede Kontrolle. Wir sind also auch hier darauf angewiesen,
blofs zu sagen: unter den Kindern mit schwacher Lebenskraft
werden mehr sterben, als unter den kraftigen Kindern. Selbst
das aber kann zweifelhaft erscheinen, denn es konnte doch auch
einmal gliicken, daf die schwéchlichen Kinder besser davonkom-
men wie die kraftigen. Wie es aber zustande kommt, daf einzel-
ne Kinder lebensfihig sind, die anderen nicht, dariiber kénnen
wir nie etwas Bestimmtes sagen. Gewifs konnen wir eine Rei-
he von Umsténden angeben, die auf die Lebenskraft des Kindes
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Einflufs haben: der Erndhrungszustand der Mutter wiahrend der
Schwangerschaft, die physische Beschaffenheit der Eltern usw.,
aber nie finden wir Umsténde, unter denen in keinem Falle oder
in jedem Falle das Kind lebenskriftig ist. Ebenso iibt natiir-
lich auch die Séuglingspflege ihren Einflufs auf die Sterblichkeit
der Kinder aus, aber wir kénnen wiederum nicht sagen, daf ein
schlecht gepflegtes Kind, wenn es von Geburt an schwach war,
immer, und ein gut gepflegtes Kind, wenn es der Anlage nach
kraftig ist, nie stirbt. Die durchgéngige Verbindung zweier Tat-
sachen, die das Wesen der Erkldrung in der Naturwissenschaft
ausmacht, findet also nicht statt, wenn wir blofs allgemein von
der Lebensfahigkeit oder Lebensmoglichkeit sprechen und nicht
auf alle besonderen Umstdnde eingehen, die im einzelnen Falle
den Tod des Kindes herbeigefiihrt haben. Nicht anders ist es mit
dem Geschlechtsverhéltnis der Geborenen, das zu den konstan-
testen Verhéltniszahlen der Statistik gehort. Alle beobachtbaren
Umsténde reichen nicht aus, um das Geschlecht des geborenen
Kindes mit Bestimmtheit angeben zu kénnen. Allerdings kniipft
sich gerade an diesen Fall eine allgemeine Erklarung an, welche
die Geschlechtsbestimmung auf elementarere Vorgéinge zuriick-
fihrt. Man nimmt némlich an (vgl. Lexis, Abhandlungen zur
Theorie der Bevolkerungs- und Moralstatistik, Jena 1903, S. 94),
dafs schon die Keimzellen, seien es allein die weiblichen oder auch
die mannlichen, geschlechtlich bestimmt seien und das in ihnen
angelegte Geschlechtsverhéltnis auch in dem Geschlechtsverhalt-
nis der Geburten zutage tritt. Der Fall, der hier vorldge, wenn
diese Erklarung richtig sein sollte, ldft sich durch folgendes Bild
veranschaulichen. Ich habe in einer Tonne Bohnen und Erbsen
gemischt und gut durcheinandergeriihrt; ich greife nun mit einem
kleineren Geféafs eine gewisse Menge aus der Mischung heraus,
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dann behaupte ich, daf die Mischung in der herausgegriffenen
Probe dieselbe sei wie in dem ganzen Geféak. Diese Tatsache wird
auch allgemein als richtig anerkannt. Wo im Handel Mischungen
(etwa von zwei Kaffeesorten) hergestellt werden, verldft man
sich darauf, dafs das Verhéltnis der gemischten Substanzen in
jedem Teil dasselbe sei wie im ganzen. Wenn wir an der Richtig-
keit der Tatsache aber auch nicht zweifeln, so fehlt uns doch eine
kausale Erklarung dafiir. Wir konnen die Tatsache auffassen als
ein Axiom, was heiftt, dafl wir sie nur als richtig annehmen, aber
auf ihre Erklarung verzichten. Doch bedeutet der Verzicht auf
eine kausale Erklarung immer noch nicht den Verzicht auf eine
erkenntnistheoretische Erklarung. Auch die Geometrie nimmt ja
eine Reihe von Axiomen als unbewiesene Tatsachen an, aber die
Erkenntnistheorie setzt gerade bei diesen Axiomen ein und sucht
ihr Zustandekommen und ihre Bedeutung zu erkléren.

So geht es auch hier. Wir fithlen das Bediirfnis, eine Erkla-
rung dafiir zu suchen, wie diese Tatsache, die wir kausal nicht
als hinreichend erklart ansehen konnen, in Wirklichkeit zustande
kommt. Im Grunde ist es nun folgende Anschauung, die haufig
Platz greift. Da die natiirliche Erklarung aus regelméfigen Ver-
kniipfungen bestimmter Erscheinungen versagt, greift man zu
einer tibernatiirlichen Deutung. Man denkt sich eine Art aus-
gleichender Gerechtigkeit, die das Gleichmaf herstellt. Wie, das
konnen wir freilich nicht sagen. Wir miifsten uns denn kleine Déa-
monen denken, die darauf wirken, den Ausgleich herzustellen,
die z. B. bei der Befruchtung die méannlichen und weiblichen
Keimzellen in dem gehdrigen Verhéltnis zur Geltung bringen,
die also untereinander im Verkehr stehen und gegenseitig ih-
re Tétigkeit regulieren, die auch fiir die richtige Verteilung der
Krankheitskeime sorgen und dadurch die gehorige Anzahl Kin-
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der sterben lassen, usw. Wem diese Erklarung reichlich phan-
tastisch scheint, der mége sich klar machen, daf es schwer ein-
zusehen ist, wie man ohne die Annahme solcher iibernatiirlicher
Regulative eine Erkldarung erzielen kann. Man muft eben beden-
ken, dafs der eine Fall mit dem anderen duferlich in gar keiner
Beziehung steht. Jede solche Beziehung, wie sie z. B. bei der
Kindersterblichkeit durch eine Epidemie gegeben ist, wiirde im
Gegenteil den Ausgleich verhindern, durch sie wiirde sich ja die
normale Sterblichkeit erhohen. Wir diirfen also keine kausale
Beziehung zwischen den einzelnen Féllen annehmen. Wie sol-
len wir sie dann miteinander in Verbindung bringen? Welchen
Grund haben wir, anzunehmen, dafs wenn ein Ereignis, z. B. ein
Verbrechen wie Diebstahl oder Notzucht, wihrend eines Jahres
in Deutschland eine gewisse Anzahl Male eingetreten ist, dafs es
dann im néchsten Jahre zwar nicht genau, aber doch ungeféhr
ebensooft eintreten wird. Gewifs kénnen wir rechnen, daf wir
in Deutschland eine gewisse Anzahl zu dem Verbrechen dispo-
nierte Personen haben, aber da diese Personen doch das Ver-
brechen nicht jedes Jahr ausfiihren, so ist gar nicht abzusehen,
warum nicht ein Jahr zufillig frei bleiben soll. Wenn Hinz das
Verbrechen nicht ausfiihrt, so ist das gar kein Grund fiir Kunz,
seinerseits das Verbrechen zu begehen. Und doch widerstreitet
die Annahme einer groffen Unregelméfsigkeit in solchen statis-
tischen Verhéltniszahlen durchaus unserem Empfinden. ,Wenn
in einem Lande“, sagt Lexis (a.a.O., S. 98), ,in einem Jahre
1000 Unterschlagungen stattgefunden haben, so ist nicht zu er-
warten, dals dieses Verbrechen im anderen Jahre gar nicht und
wieder in anderen Jahren in 10000 Féllen vorkommen werde®.
,In einer grofsen Bevolkerung sind fortwéahrend®, fiigt er zur Er-
klarung hinzu, ,alle Abstufungen zwischen Arm und Reich vor-
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handen, ebenso alle Arten von Geschéftsbeziehungen und Amts-
und Dienststellungen, die zu einem solchen Verbrechen Veran-
lassung geben konnen, ferner werden immer wieder viele Per-
sonen von wirtschaftlichen Schwierigkeiten, Verlegenheiten und
Notstédnden betroffen, auch sind Leichtsinn, Gewissenlosigkeit,
Verschwendungssucht und andere iible Eigenschaften stets in
mannigfaltigen Graden verbreitet, und so treffen denn auch im-
mer wieder die Bedingungen, die zu dem genannten und ande-
ren Verbrechen und Vergehen gegen das Eigentum fiihren, in
einer Anzahl von Féllen zusammen.“ Das ist alles gewifs rich-
tig, aber unter allen diesen Umsténden ist kein einziger, der mit
Notwendigkeit zu dem Verbrechen fiihrt, und wir kénnen des-
halb auch durchaus nicht einsehen, warum mit Notwendigkeit
oder nur mit einer gewissen Sicherheit anzunehmen ist, dafs die
Schwankungen in der relativen Héufigkeit des Verbrechens un-
ter einer bestimmten Grenze bleibt. Man kann vielleicht sagen:
vom sozialwissenschaftlichen Standpunkt ist alles klar, nur vom
erkenntnistheoretischen Standpunkt liegt ein Problem vor. Es
ist aber kein Zweifel, daf dieses Problem, auch wenn wir dafiir
keine bestimmte Antwort, sondern nur eine feste Fragestellung
finden, von der groften Bedeutung ist. Denn auf der Tatsache,
um deren Erklarung es sich hier handelt, beruht ja iiberhaupt
die Moglichkeit eines wirtschaftlichen und staatlichen Lebens.
Sonst wiirde alles durcheinander geraten. In einem Jahre wiirde
der Stand der Unschuld herrschen, im Jahre darauf wére kei-
ner seines Lebens und seines Eigentums sicher. Die Bevélkerung
wiirde sich nicht gleichméfig verteilen, in einem Jahre wiirden
fast gar keine, im anderen zu viel Kinder geboren werden, ein-
mal wiirde es an Arbeitskraften fehlen, dann wéren sie wieder
im Uberfluf da und nihmen sich das Brot weg. Da aber nicht
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blof die vom menschlichen Willen abhéngigen Vorgénge, son-
dern auch die Ereignisse der Natur auf einem statistischen Aus-
gleich beruhen, so wiirde die Verwirrung sich immer weiter hau-
fen. Wiahrend jetzt, von einzelnen Mifernten abgesehen, Jahr fiir
Jahr geniigend Nahrung fiir alle emporwiéchst, wiirden dann die
fetten und mageren Jahre regellos wechseln, einmal wiirde die
Nahrung verderben und das andere Mal wiirden die Menschen
Hungers sterben. So wiirde alle Ordnung und Sicherheit verloren
gehen, alle menschliche Fiirsorge wiirde unmoglich gemacht, der
Mensch kénnte nur stumpfsinnig in den Tag hineinleben und da-
mit miifste alle Kultur erloschen. Wir sehen daher, wie alles von
diesem Ausgleich abhéngt, fiir den wir im strengen Sinne des
Wortes, ndmlich im Sinne eines unverbriichlichen urséchlichen
Zusammenhanges, doch keine Erklarung geben konnen.

Die Annahme eines solchen Ausgleichs erweist sich schon in
den elementarsten Naturerscheinungen als notwendig. Auf ihm
beruht z. B. der sogenannte zweite Hauptsatz der Warmetheo-
rie, der aussagt, dalt Warme nicht von selbst vom kélteren zum
wéarmeren Korper iibergeht. Gerade fiir diesen Fall hat schon
Maxwell darauf hingewiesen, dafs die logische Notwendigkeit
des Ausgleichs nicht einzusehen sei. Dieser zweite Hauptsatz ist
nicht ein Naturgesetz wie andere, er hat nur die Bedeutung einer
Annahme, der wir uns nicht entziehen kénnen; diese Annahme
ist im Grunde dieselbe, die auch die Grundlage aller wirtschaft-
lichen Regelméfigkeit bildet.

Die Annahme scheint so natiirlich, so unausweichlich, daf
man naturgemaf trachtet, sie auch als selbstverstandlich zu er-
weisen. Dieser an sich durchaus begreifliche Trieb hat sich auch
bei den Annahmen gezeigt, welche die Geometrie machen muf,
ohne sie weiter beweisen zu konnen. So hat es lange gedauert,
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ehe man das bekannte Parallelenaxiom (wonach es in einer Ebe-
ne durch einen Punkt aufserhalb einer Geraden nur eine Gerade
gibt, welche die erste Gerade nicht schneidet) als das erkannte,
was es ist, als eine unbeweisbare Annahme. Vorher glaubte man
immer, nach einer Erklarung oder einem Beweise fiir eine Tatsa-
che suchen zu miissen, die vom Standpunkte des reinen Denkens
so merkwiirdig scheint und auf die unsere Anschauung uns doch
gleichsam von selbst hinfiihrt.

Ahnlich liegt der Fall auch hier. Die Annahme einer durch-
gingigen Regelméfigkeit in den Massenerscheinungen wurzelt
so tief in uns, dals wir sie uns unmittelbar begreiflich zu ma-
chen, sie uns zu erkléaren suchen. Zu einer solchen Erklarung ha-
ben viel die besonderen Massenerscheinungen beigetragen, die
wir aus den Gliicksspielen ableiten. Diese Massenerscheinungen
sind zum grofsen Teil nicht wirklich beobachtete Erscheinungen,
sondern blofse Gedankenexperimente. Man denkt sich z. B., es
werde ein Wiirfel sehr oft geworfen, tausende von Malen, ohne
es wirklich auszufiithren, und urteilt dann ohne weiteres, es wer-
de jede der sechs Seitenflichen des Wiirfels hierbei anndhernd
gleich oft oben zu liegen kommen. Lassen wir es einmal dahin-
gestellt, inwieweit ein solches Gedankenexperiment moglich ist,
inwieweit der Schluft berechtigt ist: ,Es laft sich absolut nicht
einsehen, warum eine Seitenflache ofter als die andere oben zu
liegen kommt, und deshalb kommen sie alle gleich oft oben zu
liegen“. Nehmen wir die Tatsache ohne weiteres als richtig an,
so wiirde aus ihr allerdings mit Sicherheit folgen, dafs, wenn wir
jetzt drei Seiten der Wiirfel weif und die anderen drei rot an-
streichen, in der Héalfte der vorkommenden Fille eine weifte
Seite oben zu liegen kommt.

Windelband, der (a. a. O.) mit Recht entschieden davor
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warnt, die gleichbleibenden Verhéltniszahlen der Statistik als ei-
ne Gesetzmaéfigkeit auf den einzelnen Fall zu iibertragen, und
ebenso energisch zuriickweist, dafs ein mechanischer Ausgleich
zwischen den einzelnen Féallen zustande kommt, da das Resultat
eines Falles auf das Resultat der anderen Fille keinen Einflufs
ausiibt, gibt doch den konstanten Bedingungen der Ereignisse
eine Bedeutung, die iiber die Grenzen des Erfahrungsmaéfiigen
hinausgeht, wenn er sagt: ,Je 6fter man die konstanten Bedin-
gungen in Wirksamkeit treten lafst, desto mehr gibt man allen in
denselben enthaltenen Moglichkeiten Gelegenheit, sich zu reali-
sieren, und es liegt im Begriffe der gleich méglichen Félle, daf bei
einer geniigend grofen Anzahl von Féllen jeder Moglichkeit eine
gleiche Menge von Gelegenheiten zu ihrer Realisierung geboten
wird. Wenn nun mehrere Moglichkeiten, weil sie das gemeinsame
Merkmal der giinstigen Félle haben, als eine Moglichkeit ange-
sehen werden, so werden die dieser Moglichkeit gebotenen Gele-
genheiten der Realisierung eine Summe darstellen, in welcher die
jeder einzelnen Moglichkeit gebotene Anzahl von Gelegenheiten
so oft enthalten ist, als jene angenommene Moglichkeit einzel-
ne Moglichkeiten unter sich begriff. Wenn man, um das obige
erste Beispiel wieder anzuwenden, fortwahrend mit dem Wiirfel
spielt, so werden, da die Moglichkeit weifs zu werfen drei Mog-
lichkeiten unter sich begreift, dieser Moglichkeit dreimal soviel
Gelegenheit zu ihrer Realisierung geboten, als jeder einzelnen
anderen Moglichkeit. So wird bei gesteigerter Menge von Fal-
len allméahlich das numerische Verhéltnis der Wiederholungen,
in denen die einzelnen Falle auftreten, demjenigen der Moglich-
keiten mehr und mehr gleichkommen, und es werden sich in der
Summe von Fillen die konstanten Bedingungsverhéltnisse mehr
und mehr als die Verhéltniszahlen der Wiederholungen geltend



Viertes Kapitel. 60

machen.

In dieser Erklarung steckt unverhiillt der alte Begriff der
Moglichkeit als eines potentiellen Seins, dem die Gelegenheit ge-
boten werden kann, sich in die Wirklichkeit zu iibertragen, das
aber auch nicht in die Erscheinung treten kann. Das einzelne Er-
eignis ist eine solche Gelegenheit zur Verwirklichung. Dals diese
Gelegenheit in einem bestimmten Bruchteil der vorkommenden
Fiélle ergriffen und in den ibrigen verschméht wird, liegt wohl in
dem Charakter der Méglichkeit. Die Moglichkeit begreift sozusa-
gen einen gewissen Prozentsatz Wirklichkeit in sich, auf den sie
ihrer Besonderheit geméf eingestellt ist und dem sie zustrebt,
wie ein Mensch die sich ihm bietenden Gelegenheiten zu essen,
zu schlafen oder zu reden in einem bestimmten Mafie benutzt.

Statt der Moglichkeiten, die sich in einem gewissen
Bruchteil der Félle verwirklichen, kann man auch Ursachen
setzen, die nur in demselben Bruchteil der Félle wirksam wer-
den, ohne dafs irgend ein Grund anzugeben ist, warum sie ein-
mal wirken und einmal nicht, oder man kann auch an Ursachen
denken, die verschieden wirken, ohne daft diese Verschiedenheit
irgend welche Regelméfigkeit zeigt. Dieses ist die Auffassung,
welche die Ursachen in zwei Arten, konstante und zuféllige, zer-
legt und danach das ,Gesetz der groften Zahlen“ begriindet. So
hat es Poisson eingefiihrt (Note sur la loi des grands nom-
bres, Comptes Rendus de I’Académie des Sciences, Bd. 2, Pa-
ris 1836). Nach ihm besteht es darin, dafs, ,wenn man sehr grofe
Anzahlen von Erscheinungen derselben Art beobachtet, welche
von konstanten und von unregelméfig verédnderlichen Ursachen
abhéngen, die aber nicht progressiv verénderlich sind, sondern
bald in dem einem und bald in dem anderen Sinne wirken, man
zwischen diesen Zahlen Verhaltnisse findet, welche fast unverén-
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derlich sind. Diese Verhéltnisse haben bei jeder besonderen Art
von FErscheinungen einen speziellen Wert, welchem sie sich im-
mer mehr néhern, je grofser die Anzahl der beobachteten Erschei-
nungen wird, und welchen sie in aller Strenge erreichen wiirden,
wenn die Reihe der Beobachtungen ins Unendliche fortgesetzt
werden konnte“ (Recherches sur la probabilité des jugements,
Paris 1837, deutsch von Schnuse unter dem Titel Lehrbuch
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Braunschweig 1841).

Diese Formulierung wird uns noch klarer verstéandlich, wenn
wir die entsprechende Stelle in L aplaces Philosophischem Ver-
such tiber die Wahrscheinlichkeiten (Paris 1814, als Einleitung
zu seinem groken Werke Théorie analytique des probabilités)
nachschlagen. Es heifst dort: ,Inmitten der verdnderlichen und
unbekannten Ursachen, die wir unter der Bezeichnung Zufall zu-
sammenfassen und die den Gang der Ereignisse ungewifs und
unregelméfbig machen, sehen wir in dem Make, wie sie an Zahl
zunehmen, eine auffallende Regelmafigkeit auftauchen, die einen
planméfigen Eindruck macht und die man oft als einen Beweis
fiir die gottliche Vorsehung angesehen hat. Aber wenn man ge-
nauer zusieht, erkennt man bald, daf diese Regelméfigkeit nur
die Entfaltung der Moglichkeiten fiir die verschiedenen Einze-
lereignisse bedeutet, die um so ofter eintreten miissen, je wahr-
scheinlicher sie sind. Denken wir uns z. B., dal man aus einer
Urne, die schwarze und weifte Kugeln gemischt enthélt, sehr oft
hintereinander eine Kugel zieht und sie jedesmal wieder zuriick-
legt. Das Verhéltnis der gezogenen schwarzen und weifsen Kugeln
wird dann meist erst sehr unregelméfig sein, aber die verénder-
lichen Ursachen, denen diese Unregelméfigkeit entspringt, brin-
gen abwechselnd giinstige und ungiinstige Wirkungen auf den
regelméfigen Gang der Ereignisse hervor und lassen, indem sie



Viertes Kapitel. 62

sich bei einer grofsen Anzahl von Ziehungen zerstéren, mehr und
mehr das Verhéltnis der in der Urne enthaltenen schwarzen und
weifsen Kugeln hervortreten.

Diese Auffassung von Laplace ist in der philosophischen
Literatur haufig aufgenommen worden. So sagt z. B. ganz in die-
sem Sinne W. Wundt in seiner Logik: ,Die Annahme des Zu-
falls schliefst stets eine bestimmte objektive Bedingung ein. Die-
se Bedingung besteht darin, daf die zufalligen Ab#&nderungen
eines Ereignisses in einer unendlich grofen Anzahl von Féallen
sich aufheben miissen. Jede konstante, nicht sich ausgleichende
Abweichung von diesem Werte gilt nicht mehr als ein Werk des
Zufalls, sondern als die Wirkung bestimmter Ursachen, deren
Ermittelung ein Problem der wissenschaftlichen Forschung ist.
Im strengsten Sinne gilt nur derjenige Teil einer individuellen
Schwankung als Zufall, welcher sich der Elimination fiigt. Die
zufilligen Abweichungen sind jeder kausalen Untersuchung ent-
zogen. Denn da wir Ursachen nur aus ihren Wirkungen erschlie-
f'en und an ihnen messen konnen, so sind diejenigen Ursachen,
deren Wirkungen sich permament ausgleichen, unerforschbar;
gliicklicherweise bediirfen sie eben auch wegen dieser Ausglei-
chung keiner Untersuchung.”

Was gegen die zuletzt angefiihrten Erklarungsversuche ein-
gewendet werden muf, ist wiederum, dafs, wenn wir von Ursa-
chen sprechen, die im Einzelfalle den Erfolg bestimmen, und be-
haupten, im Wesen dieser Ursachen liege ein gegenseitiger Aus-
gleich durch eine geheimnisvolle Beziehung zwischen ihnen, wir
sozusagen diese Ursachen beleben. Wir deuten sie nach Analo-
gie lebender Wesen, die zueinander in Beziehung treten kénnen,
die ihr Wirken gegenseitig regulieren und mit Absicht durch ihr
Zusammenwirken einen bestimmten Zustand herbeifithren. So
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unwissenschaftlich eine solche Auffassung auch scheinen mag,
so verbreitet ist sie selbst unter den scharfsten Denkern und so
stark hat sie sich im Sprachgebrauch festgeheftet. So behauptet
auch z. B. Sigwart in seiner Logik: ,In den Féllen des Wiir-
felns z. B. wissen wir, sei es aus der Beschaffenheit der Ursachen,
welche die einzelnen Félle verwirklichen, sei es aus der Erfah-
rung, dafs in einer groferen Anzahl von Fillen die einzelnen Wiir-
fe annahernd gleich haufig auftreten, dafs die realen Ursachen,
welche die bestimmten Wiirfe herbeifiithren, in der Weise ab-
wechseln, dafs sie keinen Wurf vor den anderen bevorzugen.”
Ahnlich sagt Friedrich Albert Lange in seinen Logischen
Studien: ,Es ist a priori und nach Analyse aller Erfahrung an-
zunehmen, dafs die unbekannten und in der Rechnung fehlenden
Umstande dem Ergebnis ebenso leicht gilinstig als un-
giinstig sein kénnen.” Wie dies a priori anzunehmen sein
soll, ist mir unversténdlich. In volliger Allgemeinheit ist der Satz
ja nicht einmal richtig. Es wiirden durch ihn besondere Ereignis-
se herausgegriffen werden, bei denen wir in einem bestimmten
eng umgrenzten Sinne von Zufall sprechen kénnen. Wir wiirden
eben definitionsméfig von Zufall dann reden, wenn bei verschie-
denen Ermittelungen der relativen Haufigkeit eine Abweichung
nach der einen Seite ebensooft eintritt, wie eine gleich grofse Ab-
weichung nach der anderen Seite. Gemeint sind aber wohl nicht
die wirklich resultierenden Abweichungen, sondern die elemen-
taren Abweichungen, die jeder einzelnen der wirkenden Ursa-
chen zuzuschreiben sind. Daft die unbekannten Umsténde dem
Ergebnis ebenso leicht giinstig als unglinstig sein konnen, lie-
fse sich dann so auffassen, daf die elementaren Abweichungen,
die jeder einzelne dieser Umstédnde in der relativen Haufigkeit
hervorrufen wiirde, sich symmetrisch um einen Mittelwert grup-



Viertes Kapitel. 64

pieren. Wir werden spéter sehen, wie diese Annahme rechnerisch
zur Geltung kommt. Sie bedeutet in der Tat, dak die entstehen-
den Schwankungen im Gesamtergebnis durchaus den Charakter
des Zufélligen haben. Sehen wir uns die Sache aber etwas néher
an! Nehmen wir z. B. den Fall einer Knaben- oder Médchenge-
burt, so diirfen wir nicht etwa die Umstéande, die das Geschlecht
des Kindes bestimmen, als gleich giinstig einer Knaben- wie ei-
ner Méadchengeburt ansehen, denn das Verhéltnis der Knaben-
und Médchengeburten ist nicht das der Gleichheit. Es wiirden
als solche Umstéande vielmehr nur die Ursachen in Frage kom-
men, die ein Abweichen von einem gewissen normalen Wert des
Verhéltnisses von Knaben- und Méadchengeburten bedingen. So
gelangen wir jedoch nicht zu einer Erklarung des Tatbestandes,
denn die realen Umsténde, die in Frage kommen koénnen, wirken
eben nicht auf das Abweichen von einem normalen Verhéltnis-
wert im statistischen Gesamtergebnis, sondern auf das einzelne
Ereignis, die Geburt eines Knaben oder eines Médchens, hin.
Sie gleichen sich bestimmt nicht aus in dem Sinne, dafs sie der
Geburt eines Knaben ebenso giinstig sind, wie der Geburt eines
Médchens, vielmehr sind sie der Geburt eines Knaben giinstiger.

Durch das Hineinziehen des Zufallsbegriffes wird in das ,,Ge-
setz der grofsen Zahlen“ noch ein neues Moment hineingetragen.
Kann die anndhernde Konstanz einer relativen H&aufigkeit an
sich das Symptom fiir das Wirken des Zufalls sein? Zu dieser
Frage ist folgendes zu bemerken. Die vollige Ausgleichung tritt,
wie gesagt wird, bei einer unendlich grofsen Anzahl von Fiéllen
ein. Sehen wir einmal davon ab, wieweit eine solche Behauptung
begriindet ist, die sich nicht auf ein bestimmtes Tatsachenmate-
rial bezieht, sondern auf ein iiber den Beobachtungen stehendes
Ideal (die unendliche Haufung der Félle), so bleibt immer noch
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zu erwagen, was eintritt, wenn die Anzahl der Falle nicht un-
endlich grofs ist. Dabei stellt es sich aber heraus, daf gerade
nicht die Konstanz der relativen Héaufigkeit, sondern vielmehr
ihre Schwankungen das Bezeichnende sind. Aus der Art dieser
Schwankungen bestimmen wir erst den Charakter des Zufélligen.
Wir finden konstante Verhéltniszahlen, die ganz sicher nicht auf
dem Wirken eines Zufalls, sondern viel eher auf einer festen Un-
veranderlichkeit der zugrundeliegenden Bedingungen beruhen.
Das Spiel des Zufalls gibt sich erst da kund, wo Schwankungen
auftreten und das schlieflich herauskommende Verhéltnis sicher
nicht durch innerlich regulierende Prinzipien, die es in bestimm-
ten Grenzen halten, bestimmt ist. Wenn wir eine Miinze in die
Luft werfen, so ist nicht in einer fiir uns erkennbaren Weise von
vornherein begriindet, daf bei einer grofen Anzahl von Wiirfen
beide Seiten der Miinze gleich oft nach oben zu liegen kommen.

Das Werfen einer Miinze ist ein besonders einfaches Bei-
spiel eines Gliicksspieles. Es scheint nun zweckméfig, wenn es
sich um die allgemeine Erforschung der Eigenart der Ereignisse
handelt, bei denen die verschiedenen méglichen Ergebnisse sich
in anndhernd gleichbleibendem Héufigkeitsverhéltnis darbieten,
falls man die Anzahl der beobachteten Falle grofs genug wéhlt,
dann der Betrachtung als typische Ereignisse die Gliicksspiele im
allgemeinen Sinne zugrunde zu legen, wozu man auch Lotterie-
ziehungen und dhnliches zu rechnen hat, weil bei den Gliicksspie-
len von vornherein die Art ihres Zustandekommens durchsichtig
und klar erscheint. Mit dieser Betrachtung der Gliicksspiele ha-
ben wir uns jetzt also etwas néher zu befassen.
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Die Theorie der Gliicksspiele.

Die Gliicksspiele bedeuten Ereignisse, bei denen der Erfolg
auf keine Weise vorher zu bestimmen ist. Wenn ich mit einem
Wiirfel wiirfele, so kann ich vorher nicht wissen, welche Augen-
zahl fallt. Ich kann auch aus den bei einer Reihe von Wiirfen
gefallenen Augenzahlen keinen Schluf darauf ziehen, welche Au-
genzahl beim néchsten Wurf fallt. Alle einzelnen Wiirfe sind von-
einander unabhéngig, keiner {ibt einen Einfluf auf den anderen
aus. Trotzdem soll sich ergeben, daf, wenn ich mit einem Wiir-
fel eine grofse Anzahl Male wiirfele, die Anzahlen Male, die die
verschiedenen Augenzahlen gefallen sind, in einem bestimmten
Verhéltnis zueinander stehen. Dieses Verhiltnis dndert sich nur
unbedeutend, wenn ich den Versuch wiederhole, indem ich noch
einmal ebensooft mit demselben Wiirfel wiirfele. Wir haben auf
diese Weise ein typisches Beispiel konstruiert, in dem die ange-
naherte Unverdnderlichkeit bestimmter Verhéltniszahlen erfiillt
ist. Dieses Beispiel gibt uns ein Mittel an die Hand, ndher in die
Bedeutung der Unverdnderlichkeit statistischer Verhaltniszah-
len einzudringen. Fiir die Erkenntnis des inneren Grundes die-
ser Unverénderlichkeit gewinnen wir allerdings zunéchst nichts,
denn was daran ratselhaft ist, bleibt ebenso réitselhaft auch an
diesem besonderen Falle des wiederholten Wiirfelns. Die einzel-
nen Wiirfe sind vollig unabhéngig voneinander, so nehme ich
wenigstens an, und trotzdem sollen sie sich bei einer grofsen An-
zahl von Wiirfen in bestimmter Haufigkeit ergeben. Wie ist das
zu erkliren? Wie kann ich zu der Uberzeugung gelangen, da® ich
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bei 600 000 Wiirfen ungefiahr je 100 000 mal die einzelnen Augen-
zahlen werfe? Warum kann ich nicht ebensogut doppelt so oft
sechs Augen wie ein Auge werfen? Die einzelnen Wiirfe konnen
sich nicht untereinander regulieren, denn sie sind ja unabhingig
voneinander. Wenn ich schon hundertmal sechs Augen geworfen
habe, so hindert das nicht, dafs ich auch noch das néchste Mal
sechs Augen werfe, aber fordert es auch nicht.

Die Unabhéngigkeit der einzelnen Fille bei solchen Zufall-
sereignissen wie das Wiirfelspiel ist allerdings keineswegs unbe-
stritten. Schon d”’Alembert hat ernste Zweifel iiber sie gedu-
fsert (Réflexions sur le calcul des probabilités, Opuscules math.,
vol. 2, 1761; Doutes et questions sur le calcul des probabilités,
Mélanges de litérature, d’histoire et de philosophie, vol. 5, 1770).
Es ist merkwiirdig, daft dieser Mann, der einer der fithrenden
Geister der Aufklarung und ein ungemein scharfsinniger Kopf
war, gerade in solchem entscheidenden Punkte so vollig anderer
Meinung war, wie die meisten seiner Zeit- und Gesinnungsge-
nossen. Er konnte sich nicht darein finden, dafs, nachdem mit
einem Wiirfel mehreremal hintereinander sechs Augen geworfen
sind, nun das néchste Mal ebenso leicht sechs Augen sollen fallen
konnen, als ob das Spiel erst begénne. Er konnte sich anschei-
nend der Vorstellung nicht verschlieffen, daf in dem natiirlichen
Geschehen gewisse regulierende Prinzipien wirksam seien, die
ein Ubermaf nach der einen oder anderen Seite hin verhiiten.
Die Schwierigkeit liegt aber in der Vereinigung dieser Prinzipien
mit den Grundsétzen, auf denen wir sonst die Naturerkldarung
aufbauen. Wir miissen, um ihre Mo6glichkeit einzusehen, entwe-
der annehmen, daf eine Macht wirksam ist, die iber den Zwang
des Kausalitéatsprinzips erhaben ist, oder daf dieses Kausalitéts-
prinzip doch nicht allgemein giiltig ist, daf es gewisse Ereignis-
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se oder gewisse Momente des Geschehens gibt, die ihm nicht
unterliegen, mit anderen Worten, dafs es einen absoluten Zu-
fall gibt, daft aber dieser Zufall doch nicht blind ist, wie man
zu sagen pflegt, sondern dafs er vielmehr in bestimmter Weise
gelenkt oder geleitet wird. Der Ausgleich, den wir bei Zufallser-
eignissen beobachten sollen, beruht dann eben darauf, daf diese
Ereignisse, die nicht dem Kausalitatsgesetz unterliegen, auf ei-
ne bestimmte Verteilung der Resultate hingelenkt werden, so
daf sie wohl im einzelnen Falle einen auftergewhnlichen Erfolg
oder eine beklagenswerte Zerstorung mit sich fiihren, in ihrer
Gesamtheit aber den Lauf der Welt nicht beeinflussen kénnen.
Eine derartige Theorie, nach der das Kausalititsgesetz zwar ei-
ne Liicke hat, aber diese Liicke durch ein anderes regulierendes
Prinzip ergénzt und so erst der wirkliche Verlauf des Geschehens
zustande kommt, kann sich darauf berufen, dafs das Kausalitéts-
prinzip doch auch nur eine Hypothese und durch die Erfahrung
keineswegs vollstiandig zu begriinden ist.

Der Verwendung, die d’Alembert von einer solchen
Theorie macht, um die Tatsache des Ausgleichs zu erklédren,
sind in gewissem Sinne verwandt die Versuche, in der zeitlichen
Anordnung zufélliger Ereignisse eine bestimmte Regelméfigkeit
zu finden. Das Gemeinsame ist bei beiden Erklarungen, dafs sie
die von der klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung angenom-
mene Unabhéngigkeit der einzelnen Zufallsereignisse leugnet.
Man kennt die seltsame Annahme einer ,Duplizitidt der Falle®,
dak jedes aubergewOhnliche Ereignis ein anderes von der glei-
chen Art, das an sich ebenso ungewohnlich ist, nach sich zieht.
Diese Theorie, fiir die jeder bereit sein wird, Belege aus seiner ei-
genen Erfahrung beizubringen, ist nicht blof auf die Mitteilung
im personlichen Verkehr beschriankt geblieben, durch die sonst
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meistens derartige Theorien fortgepflanzt werden, sie ist in einer
etwas anderen Form, die hauptséichlich die allgemeine Tatsache
einer Vergesellschaftung der Zufallsereignisse hervorkehrte, der
wissenschaftlichen Welt vorgelegt worden in der Studie von
K. Marbe (Naturphilosophische Untersuchungen zur Wahr-
scheinlichkeitslehre, Leipzig 1899). Die Behauptungen dieses
Buches blieben natiirlich nicht ohne Widerspruch. Zunéchst
wandten sich Bromse und Grimsehl in der Zeitschrift
fiir Philosophie 1901 (Bd. 118) gegen die Marb esche Theorie
und ihre angebliche Begriindung, Marbe erwiderte darauf in
der Vierteljahrsschrift fiir wissenschaftliche Philosophie 1902,
und darauf suchte noch einmal L. v. Bortkewitsch in dem
Aufsatz iiber Wahrscheinlichkeitslehre und Erfahrung (Zeitschr.
f. Philosophie 1903, Bd. 121) nachzuweisen, dafs das von Mar-
be angefiihrte Tatsachenmaterial ebensogut auf der Grundlage
der klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung seine Erklarung
fande. Nach dieser ist ja bei dem bekannten Spiel der geworfe-
nen Miinze, wo es sich darum handelt, ob beim Herunterfallen
Kopf oder Schrift oben liegt, eine genau alternierende Folge von
Kopf oder Schrift ebenso unwahrscheinlich, wie daf andauernd
nur Kopf oder nur Schrift fallt. Es ist also auch hiernach zu er-
warten, daft derselbe Erfolg hdufiger mehreremal hintereinander
eintritt, dak sich also eine gewisse ,Knauelung* zeigt.
Auferdem mufs hinzugefiigt werden, dafs es bei den hier
in Betracht kommenden Ereignissen oft schwer ist, zu sagen, in-
wiefern nicht systematische Ursachen mitspielen. Es ist bekannt,
dafs man beim Schiefsen nach einer Scheibe leicht mehrere Treffer
hintereinander bekommt, weil die unbewufiten physiologischen
Vorgénge beim Zielen nahezu gleich ablaufen kénnen, wenn die
Aufmerksamkeit auf einen bestimmten Punkt konzentriert ist,
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ferner ist ebenso bekannt, dafs jemand leichter einen Laden be-
tritt, wenn er vor sich einen anderen hineingehen sieht, als wenn
er selbst der erste ist. Alles das macht eine objektive Wertung
des Beobachtungsmaterials aufterordentlich schwierig. Jedenfalls
ist es meines Erachtens verfriiht, an solche Beobachtungen ei-
ne radikale Kritik der gesamten Wahrscheinlichkeitslehre anzu-
kntipfen, wie es neuerdings O. Sterzinger (Zur Logik und Na-
turphilosophie der Wahrscheinlichkeitslehre, Leipzig 1911) getan
hat. Es mag aber vielleicht gut sein, zu bemerken, daft die uns
hier vorliegende Aufgabe von dem Phénomen der Knéduelung, ob
es nun vorhanden ist oder nicht, unberiihrt bleibt. Unsere Be-
trachtungen kniipfen nur an die Durchschnittswerte an, die sich
bei groken Anzahlen von Einzelfdllen herausstellen, nicht aber
an die Gruppierung der Einzelergebnisse, die auf den Durch-
schnittswert ohne Einflufs bleibt. Es fand auch Sterzinger bei
seinen Feststellungen an geworfenen Miinzen fiir die Gesamtzah-
len der beiden moglichen Fille die Verhéltnisse 626 : 606 und
1203 : 1245, was dem theoretischen Wert 1 : 1 so nahe kommt,
wie es nach der Theorie zu erwarten ist. Wir benutzen demnach
hier die Gliicksspiele nur, um die sich bei ihnen ergebenden sta-
tistischen Ergebnisse mit den bei anderen Ereignissen gewonne-
nen zu vergleichen. Wenn wir auch nicht unmittelbar auf eine
innere Gleichartigkeit aus der dufieren Ubereinstimmung der sta-
tistischen Ergebnisse schliefsen diirfen, so gewinnen wir doch ein
Bild davon, wie solche Ergebnisse zustande kommen konnen.
Diese Verwendung der Gliicksspiele ist nicht sicher vor Ein-
wendungen, die dagegen von vornherein erhoben werden konnen.
Die Zufallsspiele, auch die Ziehungen aus einer Urne, erscheinen
so belanglos und geringwertig, dafs sie mit den Vorgéingen in
der Natur und in der menschlichen Gesellschaft nicht verglichen
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werden diirfen. ,Welcher blasphemische Gedanke, den Begriff
des Zufallsspieles auf die Allmutter Natur anzuwenden!* ruft
L. Goldschmidt (Die Wahrscheinlichkeitsrechnung, Versuch
einer Kritik, Hamburg 1897) aus. Das ist wohl mehr tief emp-
funden als tief gedacht. Eine Blasphemie gibt es nicht, wenn wir
bestimmten, ernsthaften Forschungsgrundséitzen treu bleiben.
Das Zufallsspiel ist uns ebensoviel wert wie die Vorginge
in der belebten und unbelebten Natur, wenn es unsere Erkennt-
nis in einem wesentlichen Punkte fordert. Im {ibrigen ist der
Vergleich der Gliicksspiele mit den Ereignissen im menschlichen
Leben so uralt, dafs er geradezu trivial geworden ist. Schon in
dem lateinischen Worte sors (Los) fiir Schicksal findet er seinen
deutlichen Ausdruck. Das Wort erkléart sich wohl daraus, daf
das Ziehen eines Loses als Orakel benutzt wurde und man das
Ergebnis eines Orakels unmittelbar zur Bezeichnung des wirk-
lichen Ausganges benutzte. In diesem Sinne aber bedeutet der
Vergleich mit dem Ziehen des Loses keineswegs die Annahme,
dafs die Ereignisse des menschlichen Lebens auf einem blofsen
Zufall beruhen, im Gegenteil lag bei den Rémern sicher die Vor-
stellung zugrunde, dafs dieselbe Macht, die die Wechselfille des
menschlichen Lebens unausweichlich bestimmt, sich auch in der
Ziehung des Loses offenbart, dafs ein innerlicher Zusammenhang
zwischen dem Ergebnis der symbolischen Handlung und dem
konkreten Ausgang, der vorausbestimmt werden sollte, bestehe.
Damit fiel fiir diese Auffassung die Schwierigkeit weg, die
fiir uns am Anfang steht: wie weit sich das schematische Bild
der Gliicksspiele auf die damit verglichenen Ereignisse iibertra-
gen lasse. Auf den inneren Mechanismus des Geschehens werden
wir nur dann einen Schlufs ziehen kénnen, wenn wir uns iiber-
zeugt haben, dafs die verglichenen Vorgénge wirklich in ihren
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Einzelheiten gleichartig sind. Das wére z. B. bei dem Vergleich
des Geschlechtsverhéltnisses mit den Ergebnissen der Ziehun-
gen aus einer Urne der Fall, wenn die Entscheidung iiber das
Geschlecht eines geborenen Kindes dadurch getroffen wird, daf
von méannlichen und weiblichen Keimzellen durch den Vorgang
der Befruchtung ebenso blindlings eine herausgegriffen wird, wie
bei der Ziehung aus einer Urne, in der schwarze und weifse Ku-
geln gemischt enthalten sind, blindlings eine Kugel herausge-
nommen wird. Eine solche Vergleichung der beiden Vorgéange in
ihrer ganzen Besonderheit ist nun aber in den seltensten Fal-
len moglich. Deshalb sind wir in der Tat auf den anderen Aus-
weg angewiesen, nur den auferen Erfolg zu vergleichen und aus
seiner Gleichartigkeit auch auf eine gewisse Gleichartigkeit des
inneren Vorganges zu schlieffen. Dieser Schlufs bleibt allerdings
ein kithner und zweifelhafter, doch hat er immerhin eine gewisse
Berechtigung.

Worin besteht nun bei den Gliicksspielen der dukere Erfolg?
Das erste, was sich hierbei heraushebt, ist der bei Gliicksspielen
in der Tat beobachtete Ausgleich der Chancen bei hdufiger Wie-
derholung des Spieles. Dieser Ausgleich hat zur Folge, dafy, wenn
die Einsétze nicht genau den Chancen der Spieler entsprechend
festgesetzt sind, sondern etwas mehr betragen, der den Gegen-
part haltenden Bank mit grofser Sicherheit ein mit der Zahl der
Spiele steigender Gewinn zuféllt. Darauf beruhen alle Spielban-
ken, und man wird eine Kapitalanlage in der Bank von Monte
Carlo trotz der hohen Summen, die dort téglich auf dem Spiele
stehen, fiir ebenso sicher halten wie irgend ein Staatspapier oder
eine Grundschuld. An der Tatsache des Ausgleichs, mit anderen
Worten, an der Tatsache, dafs nach einer sehr grofen Anzahl
von Spielen Gewinn und Verlust ziemlich genau den Spielchan-
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cen entsprechen, besteht also wohl kein Zweifel. Es fragt sich
nur, ob sich fiir diese Tatsache eine Erklarung finden 1aft.

Der erste und einfachste Versuch einer solchen Erkléarung
trifft nun von vornherein nicht blof die Gliicksspiele, sondern al-
le Ereignisse, die mit den Gliicksspielen das Gemeinsame haben,
dafs sie eines verschiedenen Erfolges fahig sind, und bei denen
man auf keinerlei Weise vorher bestimmen kann, welcher Art
der Erfolg sein wird. Als derartige Erklarungsversuche sind die
im vorigen Kapitel erorterten Begriindungen fiir das ,Gesetz der
grofen Zahlen zu verstehen. Dieses Gesetz bedeutet ja die an-
nidhernde Konstanz von Verhéltniszahlen, die bei statistischen
Erhebungen auftreten. Auch das Aufzeichnen der Ziehungsre-
sultate bei der Urne miissen wir als eine statistische Erhebung
betrachten.

Als bedenklich erschien uns aber die Erkldrung, die La-
place und Poisson und mit ihnen viele andere fiir die Kon-
stanz der Verhiltniszahlen gegeben haben. Was sollen wir unter
der Entfaltung der Moglichkeiten verstehen, auf die sich La-
place beruft? Wenn er meint, daf er durch seine Erkléarung das
aufkere Wirken der Vorsehung beseitigt hat, so hat er eine innere
Wirkung eingefiihrt, die nicht minder ratselhaft ist, namlich die
Entwickelung bestimmter Anlagen durch die Wirklichkeit, wo-
bei durch innere regulierende Prinzipien dafiir gesorgt ist, dafs
die vorhandenen Anlagen besténdig in der gleichen Weise her-
austreten. Es ist eine Theorie der objektiven Moglichkeit, die
auf diese Weise gegeben wird.

Der Begriff der Moéglichkeit bedeutet ja in der Tat eine sol-
che vorausbestehende Anlage kiinftiger Ereignisse, deren Eintre-
ten nicht gewifs ist, die wir aber in den bestehenden Umsténden
in gewisser Weise vorgebildet finden. Unser ganzes Leben zwingt
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uns dazu, mit solchen Moglichkeiten zu rechnen, fortwahrend
Umsténde ins Auge zu fassen, mit denen wir den Gedanken ei-
nes bestimmten kiinftigen Geschehens verbinden miissen, ohne
deshalb sicher zu sein, dafs das, was wir als mdglich vorausse-
hen, wirklich eintreten wird. So gefafst, erscheint die Moglichkeit
nur in subjektiver Bedeutung. Daraus eine objektive Moglich-
keit abzuleiten, liegt nahe, ist aber nicht ohne Bedenken. Nach
der Auffassung der modernen Naturwissenschaft liegt die gan-
ze Zukunft in der Vergangenheit und Gegenwart als notwendig
begriindet. Der Verlauf des Geschehens wickelt sich nach dem
Kausalgesetz so ab, daf, was in jedem Augenblick geschieht, mit
Notwendigkeit geschehen muf. Bei Aristoteles (vgl. insbe-
sondere De interpretatione, Cap. X) ist diese Auffassung nicht
vorhanden. Nach ihm braucht von zwei entgegengesetzten Be-
hauptungen iiber Zukiinftiges nicht notwendigerweise die eine
falsch und die andere richtig zu sein, die Sache selbst ist noch
unentschieden und beide Behauptungen konnen als problemati-
sche, als Moglichkeitsurteile, auch in objektivem Sinne gelten.
Ueberweg sucht in seiner Logik den aristotelischen Gedanken
mit der modernen Auffassung in Ubereinstimmung zu bringen,
indem er sagt, ,dak unter den Momenten, von denen die Verwirk-
lichung abhéngt, nicht blofs subjektiv durch unser Wissen und
Nichtwissen, sondern auch objektiv durch die Natur der Sache
eine wesentliche Scheidung begriindet ist. Die Gesamtheit dieser
Umsténde zerlegt sich in den (inneren) Grund und die (dufseren)
Bedingungen. Wo nur eines davon gegeben ist, besteht eine rea-
le oder objektive Moglichkeit, wo beides zusammen, eine reale
oder objektive Notwendigkeit. In der Eichel liegt in diesem Sinne
die objektive oder reale Moglichkeit der Entstehung eines Eich-
baumes.* Diese Begriffshildung verdankt wohl hauptséachlich der
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Verlegenheit des Philosophen ihren Ursprung, der sich von dem
Einfluk des grofsen Begriinders seiner Wissenschaft nicht losma-
chen kann und doch dem Standpunkt der modernen Forschung
Rechnung tragen soll. Wenn wir den Komplex aller Ursachen
teilen und sagen: ein Teil der Ursachen begriindet keine Notwen-
digkeit, so bedeutet das doch keine reale oder objektive Moglich-
keit, auch wenn die Teilung der Ursachen sich noch so natiirlich
ergibt. Auch Trendelenburg sagt in seinen Logischen Un-
tersuchungen: ,Aus dem Samen kann ein Baum, aus dem FEi ein
Tier werden. Es ist kein leeres Spiel des Gedankens. Die Moglich-
keit liegt gleichsam sinnlich vor Augen.“ In dieser Formulierung
ist verhiillt, ob der bestimmte Artikel (der Same, das Ei) kol-
lektiv gemeint ist oder sich auf einen bestimmten Gegenstand
bezieht. In dem ersten Falle heifst die Behauptung nur: aus eini-
gen Samenkornern werden Béaume, aus einigen Eiern Tiere, und
das bedeutet nicht im eigentlichen Sinne ein Moglichkeitsurteil.
Das Wort ,moglich® bedeutet dann nur, wie F. A. Lange mit
Recht bemerkt, eine sprachliche Ausdrucksweise. Sprechen wir
dagegen von einem bestimmten Samenkorn, das wir in die Erde
gelegt haben, und sagen: es ist moglich, daf aus diesem Sa-
menkorn ein Baum emporwéchst, so wenden wir die gemachte
allgemeine Erfahrung auf einen Fall an, von dem wir nicht wis-
sen, wie er ausgehen wird. Das Urteil ist ein subjektives, weil wir
sicherlich nicht sagen konnen, es sei auch in der Wirklichkeit un-
entschieden, ob aus dem Samen ein Baum wird oder nicht, aber
es ist doch objektiv begriindet, weil wir zu diesem Urteil auf
Grund bestimmter realer Erfahrungen gelangen.

Wir empfinden aber bei einem solchen Moglichkeitsurteil
das Bediirfnis, die Moglichkeit auch graduell zu werten. Schon
Laurentius Valla hebt hervor, daf jede Moglichkeit als ei-
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ne nach bestimmten Graden abgestufte Wahrscheinlichkeit zu
betrachten sei. Diese Abstufung des Moglichkeitsurteiles ist auf
zwei grundverschiedenen Wegen zu erreichen. Der eine Weg ist
der, dalt wir wissen, wie oft in einer grofseren Anzahl von be-
obachteten Fillen der Erfolg, den wir als moglich ins Auge fas-
sen, unter den beobachteten Bedingungen eingetreten ist. Dieses
Verfahren ist die statistische Methode. Wir werten un-
sere Erwartung nach dem Prozentsatz der Félle, in denen der
Erfolg bereits unter den festgestellten Bedingungen eingetreten
ist. Wir konnen aber auch davon ausgehen, wieviele von den Be-
dingungen, die wir als notwendig fiir das Eintreten des Erfolges
erkannt haben, sich wirklich feststellen lassen. Je mehr von ih-
nen erfiillt sind, mit um so groferer Sicherheit konnen wir auf
den in Rede stehenden Erfolg rechnen. Dieses Verfahren nennen
wir die genetische Methode. Es ist aber schwer zu sehen,
wie wir hierbei zu einer zahlenméfigen Festlegung gelangen kon-
nen, denn alle die giinstigen Momente, die wir konstatieren, sind
doch in den seltensten Fallen unmittelbar quantitativ zu werten,
wahrend bei der statistischen Methode die beobachtete relative
Héufigkeit unmittelbar einen Anhaltspunkt fiir die quantitative
Wertung des Moglichkeitsurteiles liefert.

Deshalb erscheint auch bei den Gliicksspielen zunéchst der
aussichtsreichere Weg nicht die genetische, sondern die statis-
tische Methode. Es handelt sich dabei allerdings nicht darum,
bestimmte relative Haufigkeiten zu beobachten und dann zur
Grundlage des Spieles in kiinftigen Fillen zu machen, sondern
man kann sich mit der Tatsache begniigen, dafs sich in gewissen
Grenzen eine bestimmte Haufigkeitszahl und damit auch eine be-
stimmte Wertung der Erwartung ergibt. Trotzdem ist es gerade
die genetische Methode gewesen, die sich bei den Gliicksspie-
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len zunéchst durchgesetzt hat. Sie hat der an die Gliicksspiele
ankniipfenden Theorie ihren eigentiimlichen Charakter gegeben,
hat aber dann spéter zu weitldufigen Erorterungen gefiihrt, die
die mehr und mehr auftauchenden methodischen Bedenken be-
trafen. Fast alle diese Erorterungen konzentrierten sich auf die
Frage, wann wir auf Grund der genetischen Methode zwei ver-
schiedene Moglichkeiten als gleich anzusehen haben. Diese Fra-
gestellung ist recht zu verstehen nur, wenn wir die geschichtli-
che Entwickelung, welche die Theorie genommen hat, ins Auge
fassen. Diese Entwickelung ist Schritt fiir Schritt mit innerer
Notwendigkeit weiter gegangen, aber die Schwierigkeiten haben
sich bei ihr immer mehr gehéuft, bis die neueste Zeit den Kno-
ten durchhauen und sich von dem Ballast der Uberlieferung ei-
nigermafien frei gemacht hat. Den Ausgangspunkt bildete die
Berechnung der Spielchancen beim Wiirfelspiel oder der Spiele-
insdtze, die den Spielchancen proportional sein miissen. Hierfiir
hatte sich schon Cardano (1576), der ein leidenschaftlicher
Spieler war, lebhaft interessiert und eine Schrift De ludo aleae
verfafst. Zu einer mathematischen Disziplin erhob diese Betrach-
tungen aber erst Galilei (Considerazioni sopra il giuoco dei
dadi, Opere Vol. 3, Florenz 1718). Daf mit drei Wiirfeln viel hau-
figer zehn Augen als drei Augen geworfen werden, war bekannt.
Wie sich diese Tatsache aber zu einer quantitativen Bestimmung
verdichten liefse, war vollig unbekannt. Da fafste Galilei die
Aufgabe so an, daf er die verschiedenen Félle trennte, in denen
eine bestimmte Augenzahl zustande kommt. Als einzelner Fall
hat das Werfen einer bestimmten Augenzahl mit dem ersten,
mit dem zweiten und mit dem dritten Wiirfel zu gelten. Zahlt
man diese Fille ab, so ergeben sich im ganzen 216. Davon ist
nur in einem Falle die Augenzahl drei, dagegen in 27 Féllen die
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Augenzahl zehn. So hat das Fortschreiten von einer qualitativen
Aussage zu einer quantitativen Bestimmung, das iiberhaupt das
entscheidende Moment an der Entwickelung aller exakten Wis-
senschaft bildet, auch den Ursprung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung ausgemacht. Die Zahlung der verschiedenen Félle beim
Wiirfelspiel ist aber nur von Bedeutung, wenn mit den einzel-
nen Fillen eine gleiche Wertung verkniipft werden kann. Das
natiirliche Gefiihl stimmt dieser Annahme sofort zu. Eine ex-
akte wissenschaftliche Begriindung dafiir zu finden, ist hinge-
gen recht schwer und hat spéter viel Kopfzerbrechen verursacht.
Galilei ging davon aus, dak man ohne weitere Begriindung die
Chancen, mit einem Wiirfel die eine oder andere Augenzahl zu
werfen, als gleich ansehen und deshalb diese sechs verschiede-
nen Moglichkeiten gleich werten kann. Es fragt sich dann nur,
ob daraus folgt, daft auch die Chancen, bei dreimaligem Werfen
mit einem Wiirfel hintereinander oder mit drei Wiirfeln zugleich
eine bestimmte Augenzahl zu werfen, bei jedem Wurf oder fiir
jeden Wiirfel einander gleich sind. Das ist nun offenbar der Fall,
denn man braucht ja nur anzunehmen, dafs jeder der Spieler
hintereinander auf das Werfen einer bestimmten Augenzahl mit
jedem einzelnen Wiirfel setzt, also drei Spiele zugleich macht.
Nehmen wir an, der Gewinn, den er erhoffen kann, betrage 216
Dukaten, dann setze er beim ersten Wurf einen Dukaten. Ge-
winnt er, so hat er sechs Dukaten. Diese sechs Dukaten setzt er
wieder beim zweiten Wurf. Gewinnt er, so hat er 36 Dukaten.
Diese 36 Dukaten setzt er beim dritten Wurf aufs neue, um 216
Dukaten zu gewinnen. Er hat also fiir 216 einen Dukaten ein-
zusetzen, und das unabhéngig von den Augenzahlen, auf die er
bei den einzelnen Wiirfen oder Wiirfeln setzt. Setzt er nun nicht
auf bestimmte Augenzahlen bei den einzelnen Wiirfen, sondern
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auf eine bestimmte Gesamtaugenzahl, so bedeutet das, daf er
mehrere der soeben betrachteten Spiele zugleich macht, namlich
so viel, auf wieviel Arten sich durch bestimmte Augenzahlen bei
den einzelnen Wiirfen die fragliche Gesamtaugenzahl erreichen
lafkt, das wére also 27, wenn die Gesamtaugenzahl zehn betragt.

In dieser einfachen Betrachtung liegt der Kern der ganzen
Wahrscheinlichkeitsrechnung enthalten. Zugrunde gelegt wird
eine Annahme gleicher Spielchancen, die nicht weiter begriin-
det wird und auch nicht weiter begriindet werden kann, sondern
nur nach bestimmten Uberlegungen oder aus einem gewissen
Gefiihl heraus plausibel scheint. Wenn diese Annahme einmal
gemacht ist, so werden daraus andere, im allgemeinen ungleiche
Spielchancen durch bestimmte Rechnungen auf Grund eines si-
cheren Verfahrens abgeleitet. Es erwies sich hierbei als zweckmé-
fsig, die Spielchancen allgemein als Verhéltnis von Einsatz und
Gewinn, d. h. weil der Einsatz immer kleiner als der Gewinn ist,
als einen bestimmten echten Bruch zu bestimmen. So geschieht
es z. B. bei Huygens. Dieser Bruch heiftt die mathematische
Wahrscheinlichkeit, und nach ihr ist die ganze Rechnung
genannt.

Dieser Begriff der mathematischen Wahrscheinlichkeit hat
sich im Laufe der Zeit nun weiter entwickelt. Die urspriingli-
che Festlegung als Verhéltnis von Einsatz und Gewinn bringt
ihn noch mit einem fremden Element in Beziehung, ndmlich ei-
nem Geldbetrag, der sich aus dem Bruch doch wieder forthebt.
Von diesem fremden Element war der Begriff zu befreien und
es zeigte sich dabei, dafs man nur die Frage aufzuwerfen hat-
te, wie man das Spiel auf Spielchancen, die alle untereinander
gleich sind, aufbauen kann. So viel solcher gleicher Spielchancen
man nimmt, der so vielte Teil des Gewinnes ist auf jede einzel-
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ne Chance zu setzen, und vereinigt ein Spieler mehrere dieser
Chancen auf seine Person, so wird fiir ihn die Wahrscheinlich-
keit des Gewinnens das entsprechende Vielfache des Bruches,
der einer einzigen Chance entspricht. Sind nun die Spielchan-
cen gleich grofs, so spricht man von gleich moglichen Féllen des
Gewinnens. Die mathematische Wahrscheinlichkeit wird damit
ein Bruch, dessen Nenner die Anzahl aller der gleich méglichen
Félle und dessen Zahler die Anzahl der hierunter dem Spieler
glinstigen Falle ist. Mit dieser Festlegung ist die Moglichkeit ge-
geben, die Definition der Wahrscheinlichkeit iiber die Gliickss-
piele hinaus auf solche Ereignisse im allgemeinen zu iibertragen,
die sich nach Analogie der Gliicksspiele beurteilen lassen und die
generell als Zufallsereignisse bezeichnet werden. Es wird derart
die Beurteilung aller solcher Ereignisse an die Scheidung gleich
moglicher Fille gekniipft. In diesem Sinne sagt z. B. Laplace:
,La théorie des hasards consiste & réduire tous les événements
du méme genre & un certain nombre de cas également possibles,
c’est-a-dire tels que nous soyons également indécis sur leur exis-
tence.“ Die letzten Worte geben schon an, wie in der klassischen
Wahrscheinlichkeitsrechnung immer die gleich moglichen Fille
festgelegt werden. Zwei Fiélle sollen als gleich moglich angese-
hen werden, wenn sich kein Grund findet, unter ihnen einen fiir
wahrscheinlicher zu halten als den anderen. J. v. Kries (Die
Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Freiburg 1886) hat
mit Recht darauf hingewiesen, dafs diese Bestimmung zwar ei-
ne notwendige, aber die so gegebene Erklarung keineswegs eine
geniigende sei, denn sie 1aft noch der Willkiir einen grofen Spiel-
raum. Die Aufstellung der gleich moglichen Fille miisse aber eine
in eindeutiger Weise und ohne jede Willkiir sich ergebende sein.
Er findet die Aufstellung gleichberechtigter Annahme iiberall da
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moglich, wo unserem Wissen geméaf ein mefbarer und in Teile
zu zerlegender Spielraum des Verhaltens moglich ist. Gleichen
Teilen des Spielraumes entsprechen auch gleiche Moglichkeiten.
Ich kann nicht finden, daf die Schwierigkeit dadurch gehoben
ist. Es ist nur ein besonderes Bild fiir die Vorgéinge geschaffen,
das wohl sehr anschaulich ist (wir miissen etwa an die Felder
auf der Scheibe der Roulette denken), aber doch nichts erklért.
Kries hat eine Art Stofsspiel ersonnen, das wohl in der Art, wie
er es verwendet, die Annahme gleicher Moglichkeiten als berech-
tigt erscheinen léft, an dem sich aber auch zeigen lafst, dafs al-
lein das Vorhandensein eines mefsbaren und bestimmt teilbaren
Spielraumes nicht ausreicht. Stofse ich eine Kugel in einer Rin-
ne vorwarts, die in gleich breite, abwechselnd rote und schwarze
Felder geteilt ist, so scheint es in der Tat gleich moglich, daf
die Kugel auf einem roten oder einem schwarzen Felde liegen
bleibt, aber doch wieder nur aus dem Grunde, weil wir nicht
einsehen konnen, warum sie eher auf einem schwarzen als auf ei-
nem roten Felde liegen bleiben solle, wenn die Breite der Felder
gegen den Weg, den die Kugel zuriicklegt, sehr grof ist. Ist das
aber nicht der Fall, folgt vielmehr auf ein sehr breites schwarzes
Feld ein ebenso breites rotes, so konnen wir, wenn die Kugel nur
mit schwacher Kraft gestofsen wird, nicht mehr annehmen, dafs
sie ebenso leicht auf dem ferneren roten wie auf dem naheren
schwarzen Felde liegen bleiben wird.

Um diesen Schwierigkeiten zu entgehen, hat schon F. A.
Lange in seinen Logischen Studien den Weg gewiesen, die
Scheidung der gleich mdéglichen Félle nur als eine logische Dis-
junktion anzusehen. Im logischen Sinne, d. h. als getreues Be-
kenntnis unseres geistigen Zustandes, kann die Bestimmung der
gleich moglichen Fiélle als solcher Fille, von denen wir keinen



Fiinftes Kapitel. 82

eher als den anderen annehmen konnen, auf jeden Fall beste-
hen bleiben. Es ist nur meines Erachtens zu sehr betont worden,
daf hierin wesentlich das Bekenntnis eines Nichtwissens liegt.
In einem neueren Werke (S. Lourié, Die Prinzipien der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, Tiibingen 1910) wird die Wahrschein-
lichkeitsrechnung geradezu als die Methodisierung des Nichtwis-
sens behandelt. Wenn wir die negative Redewendung gebrau-
chen, dak wir keinen Grund haben, einen Fall fiir wahrscheinli-
cher zu halten als den anderen, so bedeutet das doch eine be-
stimmte Summe positiver Kenntnisse von der Natur des Vor-
ganges, wie wir sie bei den Gliicksspielen, den Lotterieziehungen
und anderen Ereignissen mehr haben. Die Lotterieziehungen ha-
ben eine bestimmte Technik, die es verhindert, die Ziehung eines
Loses als wahrscheinlicher erscheinen zu lassen wie die eines an-
deren. Die Einrichtung der Roulette, die Art des Wiirfelns, die
Vorsichtsmakregeln beim Ziehenlassen einer Karte, alles das sind
bestimmte technische Momente, die gewissen Erfahrungen und
einer Einsicht in die innere Natur der Vorgéange ihren Ursprung
verdanken. Es lassen sich nur die einzelnen Bestandteile dieser
Erfahrungen und Erkenntnisse schwer in Worte fassen, sie wer-
den meist mehr gefiihlsméfig hingenommen.

Die eigentliche Schwierigkeit ist in der Darstellung, die
F. A. Lange gegeben hat, in eigentiimlicher Weise verhiillt.
Im Grunde nédhert sich seine Auffassung stark der statistischen
Methode. Er benutzt eine Art graphischer Darstellung, indem er
den gesamten Umfang des Begriffes durch ein Rechteck und die
Disjunktion durch eine Teilung dieses Rechteckes in kongruente
Teile darstellt. Diese Einteilung soll so verstanden werden, ,dafs
die verschiedene Ausdehnung der Felder die Bedeutung hat, daf
der Umfang der untergeordneten Begriffe im Verhéltnis dieser
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Ausdehnung verschieden ist oder, was dasselbe sagen will, daf
die Haufigkeit, mit welcher man einen Fall der einen Klasse er-
warten darf, sich zu derjenigen einer anderen Klasse verhélt wie
die Ausdehnung der betreffenden Felder®. Die Schwierigkeit ist
in dem Ausdruck ,erwarten darf versteckt. Was heifst diirfen?
Aus inneren Griinden oder nach den &uferen Ergebnissen? Zu
vermuten ist, daf beides zugleich gemeint sein soll, in dem Sinne,
dak die aus inneren Griinden erwartete relative Haufigkeit sich
auch wirklich einstellen wird, und dafs andererseits die einmal
beobachtete relative Haufigkeit sich immer wiederfinden wird.
Darin liegt aber schon alles, was iiberhaupt erortert werden
soll. Es scheint klar, daf hiernach nicht das disjunktive Urteil
in seiner Allgemeinheit, sondern nur in den besonderen Féllen,
wo eine quantitative Wertung der Disjunktionsglieder moglich
ist, gemeint sein soll. Dem widerspricht aber, dafs Lange als
Beispiel ein Urteil wie ,Ein Mensch kann entweder Européer
oder Asiate oder Afrikaner oder Amerikaner oder Australier
sein“ anfithrt. Er will hieran erkldren, daf eine weitergehen-
de Disjunktion die urspriingliche nicht aufhebt, sondern nur
ergdnzt, indem die durch die erste Disjunktion geschaffenen
Spielrdume nur noch weiter eingeteilt werden. Wie soll aber
in einem solchen Falle der Umfang der einzelnen Spielrdume
bemessen werden? Dieser Fall hat doch mit der quantitativen
Wertung der Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht das mindeste
zu tun. Es miifste denn die Bemessung der Moglichkeiten nach
den Einwohnerzahlen der verschiedenen Erdteile getroffen wer-
den, aber es ist offenbar sinnlos, zu schliefsen, wenn ich einen
unbekannten Menschen treffe, sei die Wahrscheinlichkeit, daf er
aus Asien stamme, ungefihr %, weil die Einwohnerzahl Asiens
ungefihr die Hélfte von der Einwohnerzahl der Erde ausmache.
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Das meint Lange offenbar auch nicht, im Gegenteil scheint
in den Worten, die er bei dem Beispiel des Wiirfels gebraucht,
,der Umfang komme durch eine Zeitfolge zustande, welche als
rdumliche Ausdehnung angeschaut wird“, zu liegen, dafs er sich
wesentlich auf das Gesetz der groflen Zahlen stiitzen will. Die
Annahme, daft der Umfang fiir die sechs Seiten des Wiirfels
gleich sei, habe nur als eine vorlaufige zu gelten, die durch die
spatere Beobachtung entsprechend zu korrigieren sei.
Entschiedener als Lange hat Stumpf in den Sitzungsbe-
richten der historischen Klasse der Miinchener Akademie (1892,
S. 37 ff.) den subjektiven Charakter des Wahrscheinlichkeitsbe-
griffes betont. Seine Auffassung findet sich in Sigwarts Logik
(4. Aufl., II. Bd., S. 317 ff.) wieder. Es werden hier die Glieder
der Disjunktion insofern gleichwertig genannt, ,als sie fiir un-
sere Kenntnis gleiche Spezialisierungen eines Allgemeinen oder
gleiche Teile seines Gesamtumfanges darstellen”. Damit ist im
Grunde doch wieder alles hereingenommen, was der Begriindung
der Wahrscheinlichkeit auch in der klassischen Theorie zugrunde
gelegt wurde. Dem entspricht es durchaus, wenn Sigwart wei-
ter sagt: ,,Das Recht, die Methoden der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung anzuwenden, ist nicht auf die Félle beschrankt, in denen
wir befugt sind, Voraussetzungen iiber eine gleichméifige Varia-
bilitdt der Ursachen zu machen und zu glauben, dafs bei zahl-
reichen Wiederholungen alle Disjunktionsglieder sich in gleichem
Verhaltnis verwirklichen werden; es gilt iiberall, wo eine Disjunk-
tion mit gleichwertigen Gliedern feststeht und wir keinen Grund
haben, das eine eher als das andere anzunehmen.“ Es ist zu
bedauern, dafs in diesen Darstellungen die wirkliche Anwendung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung nie berticksichtigt, sondern im-
mer nur mit allgemein begrifflichen Festsetzungen operiert wird.
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Dadurch tritt nie klar hervor, wie weit denn die tatséchliche
Anwendbarkeit der entwickelten Begriffe geht. Die Wahrschein-
lichkeit, dafs ein vorliegender chemisch einfacher Koérper Eisen
ist, gleich 1/n zu setzen, wenn n die Anzahl der Elemente ist,
ist eine leere Spielerei. Das Auftreten verschiedener Elemente
kann nie als gleich wahrscheinlich angesehen werden, schon weil
es sehr verbreitete Elemente und sehr seltene Elemente gibt.
Die Schwierigkeit liegt eben darin, dafs fast immer wirklich ein
Grund vorliegt, eher das eine als das andere anzunehmen, und
dak es dann gilt, die Verschiedenheit der Erwartung richtig zu
bewerten. Wenn wir wissen, daf eine Knabengeburt eher als ei-
ne Madchengeburt zu erwarten ist, so sollen wir das Verhéltnis
dieser Erwartungen zahlméafig bestimmen. Durch die Zuriick-
fiihrung auf das Schema der gleichméglichen Fille ist das nicht
zu erreichen. Wie sollen wir es dann tun? Es gibt nur einen
Weg, und das ist die statistische Methode. Der Einwand Sig-
warts, dals wir die zu berechnende Wahrscheinlichkeit so nicht
genau finden, ist nicht stichhaltig. Ist es denn als eine abso-
lut genaue Bestimmung anzusehen, wenn wir beim Wiirfelspiel
die Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Augenzahlen gleich %
setzen, weil wir keinen Grund einsehen, sie fiir verschieden zu
halten? Wir miissen die Unsicherheit unserer Annahme doch ir-
gendwie in Rechnung ziehen und miissen danach die angesetzten
Zahlen verschieden werten, auch wenn wir davon ausgehen, dafs
die Wahrscheinlichkeit nur eine subjektive Bedeutung hat. Dies
1at sich nur erreichen, indem wir sagen, wir miissen bei der Be-
stimmung der Zahlen ihnen einen bestimmten Spielraum geben,
der unserer Unsicherheit entspricht. Ob wir beim Wiirfeln die
Wahrscheinlichkeit des einzelnen Wurfes gleich % oder nur we-
nig davon verschieden, vielleicht gleich 0,17 ansetzen, wird bei
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der Unsicherheit der Bestimmung ohne Bedeutung sein.
Welche Bedeutung iiberhaupt die Feststellung der Wahr-
scheinlichkeit als das Maf der subjektiven Erwartung haben soll,
scheint mir schwer einzusehen. Eine solche Bedeutung wiirde
vorhanden sein, wenn es in allen oder wenigstens in vielen Fal-
len gelange, das Mals der subjektiven Erwartung zahlenméfig
zu werten. Das ist aber offenbar nicht der Fall. Furcht und Hoff-
nung kleidet sich fiir uns nicht in die Form einer bestimmten
zahlenméfigen Festsetzung, es bleiben die einzelnen Momente,
die das Fiir und Wider ausmachen, bestehen, ohne dafs sie als
ein Beitrag zu einem zahlenméfigen Endresultat formuliert wer-
den konnen. Es sind nur die Gliicksspiele, wo eine solche zah-
lenméfige Festsetzung erreicht wird, und zwar eben dadurch,
dak die Vorgénge des Spieles kiinstlich, in bestimmter Weise ge-
regelt werden. Aber auch hier ist das Urspriingliche nicht die
Bildung der Erwartung bei dem einzelnen Mitspielenden, son-
dern die Festlegung der Einsétze nach bestimmten Prinzipien.
Tatséchlich bestimmt der Spieler fast immer seine Erwartung
anders, als der Bankhalter den Einsatz regelt. Auch hier treiben
Furcht und Hoffnung ihr triigerisches Spiel. Die Festlegung der
Wahrscheinlichkeit als einer quantitativ gewerteten subjektiven
Erwartung kann daher jedenfalls eine praktische Bedeutung nie
haben. Wenn man also betont, dafs die Wahrscheinlichkeit als
das Mafs unserer Erwartung ihrem Wesen nach subjektiver Na-
tur ist, so ist es am besten, diesen Begriff ganz aufzugeben, wo es
sich um rein objektive Feststellungen handelt, und ihn durch die
Tatsache einer gleichbleibenden relativen Haufigkeit zu ersetzen,
wobei dieser Begriff allerdings als eine Art Grenzwert erscheint,
also durch die Wirklichkeit nur angenédhert, aber nie vollkommen
erreicht wird, weil sich, wie man annimmt, der exakte Wert erst
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bei einer unendlichen Haufung der Fille herausstellen wiirde.

Diesen Weg ist in der Praxis z. B. die Lebensversicherungs-
technik gegangen. Die Pramien und Reserven erscheinen nicht
als auf bestimmten mathematischen Wahrscheinlichkeiten be-
griindet, sondern sie beruhen nur auf den in einer Sterbetafel
zusammengefafkten statistischen Beobachtungen und auf der An-
nahme, daf diese ,rechnungsmaéifige Sterblichkeit“ auch bei den
neuen Versicherten ihre Geltung behalten werden. Es wird also
das Gesetz der grofen Zahlen in der einfachen Form als eine in
der Wirklichkeit anzunehmende Regelméfigkeit vorausgesetzt.
Allerdings bleibt es die Aufgabe der praktischen Handhabung
des Lebensversicherungsgeschéftes, durch geeignete Auswahl des
Versichertenmaterials dafiir zu sorgen, daf die rechnungsmaéifige
Sterblichkeit nicht tiberschritten wird.

Aus diesen Griinden wollen wir es vorziehen, die statisti-
sche Methode so rein wie moglich zur Geltung zu bringen. Der
Schlufs auf den einzelnen noch unentschiedenen Fall, durch den
der Wahrscheinlichkeitsbegriff hineinspielen miifste, interessiert
uns nicht. Was wir wollen, ist vielmehr, aus den statistischen
Ergebnissen die Erscheinungsformen herauszuschilen, die als die
Offenbarung des Zufélligen zu gelten haben, und dadurch iiber
den Charakter des Zufélligen einen gewissen Aufschlufs zu erhal-
ten ).

1) Die rein empirische Auffassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes als
eine bestimmte relative Héufigkeit oder den Grenzwert einer solchen hat
sich in der neueren Zeit mehr und mehr durchgesetzt. Vgl. z. B. Bruns,
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivimaflehre, Leipzig 1906. Nur die
Franzosen halten an der Begriffsbestimmung der klassischen Wahrschein-
lichkeitsrechnung mit Zahigkeit fest. Dies gilt auch fiir die neuesten Ver-
Offentlichungen, unter denen ich hier nur zwei nennen will: E. Borel, Le
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Die Wahrscheinlichkeitsrechnung hat den Weg von dem
Wahrscheinlichkeitsbegriff zu den statistischen Ergebnissen
durch einen Satz gefunden, der als das Bernoullische
Theorem bezeichnet wird. Um dieses Theorem zu erlautern,
ist es zweckméfig, von einem bestimmten Schema des Gliickss-
pieles auszugehen. Man denkt sich in einer Urne schwarze und
weike Kugeln in einem bestimmten Verhéltnis gemischt. Das
Spiel besteht nun darin, daf immer eine Kugel aus der Urne
gezogen, ihre Farbe festgestellt und sie dann wieder zuriickge-
legt wird. Das Bernoullische Theorem soll dann aussagen, daf,
wenn die Ziehung héufig genug wiederholt wird, die Anzahl
der gezogenen weiften zu der Anzahl der schwarzen Kugeln in
anndhernd demselben Verhéltnis steht, wie die Anzahl der in
der Urne enthaltenen weifen zu der Anzahl der in der Urne
enthaltenen schwarzen Kugeln, d. h. dafs das Ziehungsverhélt-
nis das Mischungsverhéltnis anndhernd wiedergibt, wenn die
Anzahl der Ziehungen groft genug ist. Daraus wiirde wirklich
folgen, daft bei einer neuen Serie von sehr viel Ziehungen aus
derselben Urne sich auch wieder annahernd dasselbe Ziehungs-
verhéltnis ergeben muf, d. h. es wiirde fiir die Ziehungen aus
einer Urne die anndhernde Konstanz des Verhéltnisses, die in
dem Gesetze der grofsen Zahlen ausgesprochen wird, sich theore-
tisch begriinden lassen. Aber bei ndherem Zusehen ergeben sich
doch gewichtige Bedenken. Zunéchst bedeutet die Annahme des
Bestehens einer bestimmten Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen
einer weifsen Kugel nur eine wohl plausible, aber keineswegs

Hasard (Nouvelle collection scientifique, Paris, Alcan, 1914), eine gemein-
versténdliche Darstellung ohne Formeln, und E. Carvallo, Le calcul des
probabilités et ses applications (Paris, Gauthier-Villars, 1912) mit elemen-
taren mathematischen Entwickelungen.
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evidente Voraussetzung. Wenn die Annahme einer bestimmten
Wahrscheinlichkeit nur das Maf unserer Erwartung gibt und nur
subjektive Bedeutung hat, wie kann dann hieraus eine objektive
empirisch festzustellende Tatsache gefolgert werden? Wie ist
dieser Widerspruch zu erkldaren? Es zeigt sich, dafs in Wirklich-
keit gar nicht diese Tatsache direkt gefolgert wird, sondern es
ergibt sich nur eine sehr groke Wahrscheinlichkeit dafiir, daf
bei einer grofen Anzahl von Ziehungen das Ziehungsverhéltnis
annahernd mit dem Mischungsverhéltnis zusammenféllt. Der
Schluf ist dann einfach der, dafs, wenn fiir einen Erfolg eine
sehr grofke, d. h. der Einheit nahezu gleiche Wahrscheinlich-
keit besteht, dieser Erfolg als gewifs und bei jedem wirklichen
Versuch als tatsédchlich anzusehen ist. Dadurch wird aber die
Kluft zwischen der subjektiven Wertung, die in dem Ansatz der
Wahrscheinlichkeit liegt, und der Feststellung einer empirischen
Tatsache nur verhiillt, aber nicht iiberbriickt. Die theoretische
Begriindung, die erstrebt wurde, wird nicht geliefert, es wird
nur die Darstellung so gewendet, daft wir iiber die Schwierigkeit
des Uberganges von den Bedingungen des Ereignisses zu seinem
wirklichen Ausgang ahnungslos hinweggleiten. Es wird z. B. auf
keine Weise logisch widerlegt, daf man aus einer Urne, die nur
eine einzige weifse Kugel enthélt, fortwahrend diese weife Kugel
ziehen kann. Gerade dafiir, dafl ein Ereignis, dessen mathe-
matische Wahrscheinlichkeit wir sehr nahe gleich 1 gefunden
haben, auch so gut wie immer eintritt, brauchen wir eine em-
pirische Bestatigung. Darin liegt eine erneute Mahnung, nicht
den Begriff der subjektiven Wahrscheinlichkeit, sondern nur die
Bedeutung einer wenigstens naherungsweise gleichbleibenden
relativen Haufigkeit der Betrachtung zugrunde zu legen.

Daft die Zéhlung des Vorkommens in einer groffen Anzahl
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von beobachteten Féllen die einzig sichere Art ist, zu beurteilen,
ob verschiedene Falle wirklich gleich méglich sind, kann man an
dem Beispiel des Wiirfelns erkennen. Wenn wir von vornherein
annehmen, daf mit einem Wiirfel jeder Wurf gleich wahrschein-
lich ist, so ist das zunéchst eine unbewiesene und unbestétig-
te Annahme, fiir die wir noch, wenn es sich um eine exakte
Bestimmung handeln soll und nicht blof um einen ungefdhren
Ansatz, wie er bei Gliicksspielen allein verlangt wird, eine Kon-
trolle durch die Erfahrung finden miissen. Diese Kontrolle kann
nur darin bestehen, dafs man mit dem Wiirfel eine grofe Anzahl
von Wiirfen ausfithrt und aufzeichnet, wie oft dabei die einzel-
nen Augenzahlen fallen. Eine wie grofe Abweichung von der ur-
spriinglichen Annahme sich hierbei ergeben kann, zeigen die Ver-
suche von R. Wolf (Versuche zur Vergleichung der Erfahrungs-
wahrscheinlichkeit mit der mathematischen Wahrscheinlichkeit,
Mitteilungen der naturforschenden Gesellschaft in Bern 1849 bis
1851, 1853), der bei 20000 Wiirfen statt des Wertes 0,167 fiir
die relative Haufigkeit des Auftretens der einzelnen Augenzahlen
die folgenden Werte fand:

1 2 3 4 5 6
0,170 0, 186 0, 159 0,146 0,172 0,171

Danach betragen die bei dem urspriinglichen Ansatz gemachten
Fehler der Reihe nach rund

+2 +13 -5 —14 +3 +2 Proz.

Es bedeutet also der Ansatz der gleich moglichen Félle im-
mer eine mehr oder minder unbestimmte Vermutung, die noch
der Bestatigung bedarf, und da diese Bestatigung durch das ,,Ge-
setz der groften Zahlen geliefert wird, wird dieses Gesetz durch
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die Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht begriindet, sondern mufy
ihr vielmehr als eine unabhéngige Tatsache zugrunde gelegt wer-
den.
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Die mathematische Analyse stationarer
Reihen.

Bis hierher haben wir uns allen mathematischen Rechnun-
gen ferngehalten und nur die begriffliche Klarung angestrebt.
Jetzt aber wollen wir gerade die Hilfsmittel der mathematischen
Analyse heranziehen, um zu quantitativen Bestimmungen zu ge-
langen, die einen sicheren Anhaltspunkt fiir die Beurteilung des
Charakters der zufilligen Ereignisse liefern. Die quantitative Be-
stimmung bedeutet immer mit Notwendigkeit eine Beschran-
kung in der Betrachtung der qualitativen Besonderheit. Jedes
Beispiel aus der Physik kann das klarmachen. Der Vorgang des
freien Falles bietet der Beobachtung eine grofse Mannigfaltigkeit
qualitativer Bestimmungen. Es ist, rein menschlich betrachtet,
etwas ganz anderes, ob ein Hagelkorn vom Himmel auf die Er-
de, ein Blumentopf aus dem Fenster auf die Strafte herunterfallt,
oder ob ein Dachdecker vom Dach stiirzt und sich das Genick
bricht. Die Physik aber vereinigt alle diese Vorgange unter ei-
nem Gesichtspunkte, und in der Nichtberiicksichtigung ihrer be-
sonderen Bedeutung im menschlichen Leben liegt das, was man
wohl als die Unerbittlichkeit oder die Blindheit der Naturgeset-
ze bezeichnet. Bei der Analyse, die wir hier beginnen, treten
diese Eigentiimlichkeiten noch stérker hervor, eben weil das In-
teresse an der qualitativen Besonderheit in den meisten Féllen
besonders grof ist, so dafs es uns widerstrebt, von dieser gan-
zen Besonderheit abzusehen und rein dufserlich die statistischen
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Ergebnisse zu betrachten. Es tritt hier noch augenfélliger zuta-
ge, wie verschiedenartig im Grunde die gemeinsam behandelten
Vorgéange sind, und es kann sinnlos erscheinen, sie nach einer rein
auferlich hervortretenden quantitativen Gemeinsamkeit zu ver-
einigen. Und doch ist hierin die Bedingung fiir einen wirklichen
Fortschritt enthalten.

Wir sehen also bei der folgenden Untersuchung davon ab,
wie die Zahlenreihen, die wir vor uns haben, entstanden sind,
und welche besonderen Vorgénge in ihnen ihren Ausdruck fin-
den. Wir nehmen dabei an, daf die vorgelegte Zahlenreihe ei-
ne stationdre sei. Wir konnen jede solche stationidre Rei-
he auf einen besonderen Fall zuriickfithren, wo die Werte der
Reihe teils positiv, teils negativ sind, sich also um den Wert 0
gruppieren. Wir erreichen dies, indem wir von den Werten der
vorgelegten Reihe einen und denselben bestimmten Wert, den
Durchschnittswert der Reihe, abziehen. Dann wird in der neuen
stationdren Reihe die Summe aller positiven Werte ebenso grofs
wie die Summe aller negativen Werte. Wir wollen gleich bemer-
ken, dafs wir auch aus anderen als stationéren Zahlenreihen eine
solche, sich um den Wert 0 gruppierende stationdre Reihe ab-
leiten konnen, indem wir von den Werten der Reihe nun nicht
mehr einen und denselben Zahlenwert, sondern die durch eine
bestimmte Naherungsfunktion gegebenen Werte abziehen, mo-
ge diese Naherungsfunktion nun durch einen analytischen Aus-
druck oder graphisch durch eine Kurve gefunden werden.

Die so abgeleiteten stationdren Reihen, die sich um den
Wert 0 gruppieren, liefern nun aber sofort eine Verteilungsreihe.
Das zweite wird also die besondere Behandlung der Vertei-
lungsreihen sein. Fiir diese lassen sich zunéchst allgemeine
Begriffsbestimmungen treffen, durch die man eine Handhabe zur
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Beurteilung der vorliegenden Verteilungsreihe gewinnt. Es zeigt
sich aber bald, dafs solche allgemeinen Begriffsbestimmungen
allein nicht ausreichen. Vielmehr erweist es sich als nétig, be-
stimmte Typen von Verteilungsreihen herauszugreifen, und die
Frage wird sein, wie man zu solchen Typen gelangt. Hierzu ver-
hilft die sogenannte Wahrscheinlichkeitsrechnung, d. h. die Be-
trachtung bestimmter typischer Vorgénge, die einer besonderen
mathematischen Analyse fahig sind. Alle diese Vorgénge lassen
sich schlieklich zuriickfithren auf den einen Vorgang der Ziehung
von einer oder mehreren Kugeln aus einer Urne, in der Ku-
geln von verschiedener Farbe gemischt enthalten sind. Mit den
aus diesem Urnenschema abgeleiteten typischen Verteilungsrei-
hen werden dann die irgendwie entstandenen Verteilungsreihen
verglichen.

Unter den Typen von Verteilungsreihen, zu denen das Ur-
nenschema fiihrt, ragen gewisse hervor, die wir als typische Zu-
fallsreihen ansehen. Ereignisse, die bei der statistischen Zusam-
menstellung der Resultate vieler Einzelfille den Typus einer sol-
chen Zufallsreihe zeigen, sehen wir als zuféllige an. Es ist zu
wiederholen, daf wir dadurch im Grunde keine Aussage iiber
die qualitative Eigentiimlichkeit der betreffenden Ereignisse ma-
chen. Eigentlich handelt es sich gar nicht um eine Eigenschaft
des einzelnen Ereignisses, sondern nur um eine Eigenschaft der
statistischen Gesamtheit. Aber es zeigt sich doch, dafs diese Fest-
legung des Zufalligen die sicherste und gewisseste ist, die wir fin-
den kénnen, ohne die Grenzen des durch die Erfahrung Erreich-
baren zu iiberschreiten. Wir miissen noch allgemein bemerken,
dak wir den Typus einer vorgelegten Verteilungsreihe nur da-
durch erkennen, dafs wir versuchen, die empirisch festgestellten
Werte durch die Werte der einer typischen Verteilungsreihe ent-
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sprechenden Funktion zu approximieren. Die dabei sich notwen-
digerweise ergebenden Abweichungen kénnen wir aufs neue der-
art analysieren, daf wir aus ihnen wieder eine Verteilungsreihe
ableiten. So wiirde sich an die urspriingliche Analyse noch eine
weitergehende anreihen. Diese weitere Durchfithrung der Ana-
lyse ist aber meistens unerreichbar. Die bei dem Vergleich der
vorgelegten Reihe mit der typischen Verteilungsfunktion heraus-
kommenden Abweichungen sind némlich verhéltnisméfig klein,
und die Gruppen, die wir aus ihnen bei der Bildung der neuen
Verteilungsreihe ableiten konnen, sind entweder sehr wenig zahl-
reich oder enthalten jede sehr wenig Glieder. Beides aber macht
eine genaue Analyse unmoglich und wir werden auf eine solche
fast immer verzichten miissen.

Wir wollen nun an die Ausfithrung der Arbeit im einzel-
nen gehen und zunéchst die mathematischen Definitionen und
Formeln erdrtern, die sich unmittelbar an eine vorgelegte sta-
tionédre Zahlenreihe ankniipfen. Das erste wird sein, dafs wir ein
bestimmtes Maf fiir die Schwankungen der Werte in-
nerhalb der stationdren Reihe suchen. Wir bezeichnen die auf-
gezeichneten Werte der Reihe mit

Y1, Y2, Y3, -5 Yn;

das Maf fiir die Schwankungen soll dann gegeben sein durch den
Ausdruck

2

(1) M = wn—1) %(yz — )’

—1
% Wertepaare 7, k bezieht,

die sich aus den Zahlen 1 bis n bilden lassen. Der Ausdruck fafit

in dem sich die Summe auf die
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alle Unterschiede zusammen, die {iberhaupt in der Zahlenreihe
vorkommen; er ist ferner unabhéingig davon, in welcher Reihen-
folge die aufgezeichneten Werte genommen werden, ebenso von
den Vorzeichen der vorkommenden Differenzen, und wéchst mit
deren absoluten Werten.

Aus dem Wert M lafst sich ein anderer noch anschaulicherer
Wert ableiten: es ist dies die mittlere Abweichung m, die
gegeben wird durch die Gleichung

(2) m =M.
— 1)

S~ (yi — yx)?, und dividieren wir die Summe durch die Anzahl
ihrer Glieder, so erhalten wir den mittleren Wert des einzelnen
Gliedes. Da dieser Wert sich aber auf die Quadrate der Ab-
weichungen bezieht, miissen wir noch die Wurzel ausziehen und
finden so fiir die mittlere Abweichung

(2a) m = H—Q anry;_—lz/)k)Q’

d. h. den obenstehenden Wert.

Wir formen nun den Ausdruck M derart um, daf die dop-
pelte Summation, die er bedingt, durch eine einfache Summation
ersetzt wird. Dies gelingt, indem wir den Durchschnitts-
wert (das arithmetische Mittel)

Es ist namlich n die Anzahl der Glieder in der Summe

:y1+y2+"'+yn
n

(3) Yo
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einfithren. Dann ergibt sich ndmlich aus (1):
(n—1)M = 3(yi — y0)* + ;(yk — 10)?
2
— = 2% — Y0) 2-(yr — %)
n k
und, da > (y; — yo) = 0 und ebenso > (yx — o) = 0,

(4) nol M = (o - )’

2
In ; 1m _ \/§Ma
> (i —?Jo)2

Diese Darstellung empfingt noch eine neue Beleuchtung,
wenn man statt eines Mafses fiir die Abweichung der aufgezeich-
neten Werte voneinander ein Mafs fiir die Abweichung von einem
beliebig gegebenen Werte y einfiihrt. Als solches Maft kann der
Ausdruck

und daraus

wenn wir noch y = einfithren.

1
(5) M(y) = =Sy — y)*

n ok
gelten. Man findet hieraus die frither eingefiithrte Zahl M, indem
man den Ausdruck bildet

(6) M(y) = —— 5 M),

Es liegt nun nahe, nach dem Werte y zu fragen, fiir den
das Mafs der Abweichung von der aufgezeichneten Wertereihe
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moglichst klein wird. Dieser Wert bestimmt sich daraus, daf
man allgemein

M) = 5 = )+ (5~ o)
~ 20y ~ o) Sk~ w0)

k

setzen kann. Nimmt man daher an, dafs

>k —v0) =0

wird, also fiir ¢y den Wert

:y1+y2+"'+yn

Yo )
n

so wird

(7) M(y) = M(yo) + (y — %0)*,

und daraus erkennt man, daft das Maf der Abweichung am
kleinsten wird fiir gy selbst, denn fiir jeden anderen Wert y
kommt zu M (yy) noch der positive Betrag (y — yo)? hinzu.
M (yo) stimmt aber mit dem Werte von p? iiberein.

Als die mittlere Abweichung der Zahlenreihe von
einem beliebigen Werte y wollen wir den Ausdruck be-
zeichnen

(8) wy) = M(y) =

Bilden wir diesen Ausdruck fiir den Mittelwert /o, so erhalten wir
den fritheren Ausdruck p, den wir als die mittlere Auswei-
chung oder Streuung der vorgelegten Reihe bezeichnen wollen.
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Wir kénnen aus der Begriffsbestimmung des arithmetischen
Mittels auch eine Regel fiir die Beurteilung ableiten, ob eine vor-
gelegte Reihe als stationédr zu gelten hat. Wir miissen dann die
Werte gruppenweise zusammenfassen, etwa zunéchst zu 10, und
fiir jede Gruppe den Mittelwert y, bestimmen. Dann miissen
wir weiter die aufgezeichneten Werte zu groferen Gruppen, et-
wa zu 100, zusammenfassen und wieder von jeder Gruppe den
Mittelwert bilden. Es geh6rt nun zu den Eigenschaften des arith-
metischen Mittels, daf sich derselbe Wert ergibt, ob man erst
aus Gruppen von gleich viel Werten das Mittel und dann von
diesen Mitteln wieder das Mittel bestimmt, oder ob man unmit-
telbar von den gegebenen Werten selbst das Mittel nimmt. In
der Tat wird z. B., wenn die Reihe nur sechs Glieder hat,

Yo=—-(h+v2+ys+ys+ys+Ys)

o Yi+Y2  Ys+tys  Ys T+ Ys
_3( > T2 T )

el

Wir finden also jetzt mehrere Reihen, die aus immer weniger
Werten bestehen und die sich alle um denselben Mittelwert grup-
pieren. Es 1aft sich nun zeigen, dafs die mittlere Abweichung der
neuen Reihen vom Durchschnittswert immer kleiner ist als fiir
die urspriingliche Reihe.

Denken wir uns namlich eine Reihe, die aus n = pr Werten
besteht, in v Gruppen von je p Werten zerlegt und die Durch-
schnittswerte

Yi, Yo, Vs, ... Y,

jeder Gruppe gebildet, so wird die mittlere Abweichung der Ge-
samtreihe von dem Durchschnittswert gefunden, indem man die
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mittleren Abweichungen der einzelnen Gruppen von diesem Mit-
telwert bildet und daraus wieder das Mittel nimmt. Wenn wir
nun aber die mittlere Ausweichung der iten Gruppe mit u; be-
zeichnen, so ergibt sich fiir das Quadrat ihrer mittleren Auswei-
chung von dem Mittel y, aller Werte

(Vi — yo)® +

und daraus die einfache Formel
s 1 9 1 2 9, 1 2
po= o 2 Yi— o)+ oD = gt D

wenn wir g3 = = S°(Y; — yo)? setzen.

Diese Formlél zeigt in der Tat, wie die mittlere Ausweichung
mit der Gruppenbildung abnimmt, denn die mittlere Auswei-
chung fiir die Mittelwerte Y; der Gruppen wird ja

) po= [~ T4

und ist sonach notwendigerweise kleiner als die urspriingliche
mittlere Ausweichung pu.

Wir haben hier die Bildung des arithmetischen Mittels auf
stationdre Zahlenreihen beschrinkt. In Wirklichkeit findet sie
in viel weiterem Umfange statt. Es werden Durchschnittswerte
fiir die verschiedenartigsten Grofsenfolgen angegeben, um zu ei-
nem zusammenfassenden Ausdruck der ganzen Zahlenfolge zu
gelangen. Vor allen Dingen werden die Durchschnittswerte ohne
Riicksicht darauf gegeben, wie stark die einzelnen Zahlen, von
denen der Durchschnitt genommen ist, voneinander abweichen.
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So handelt es sich z. B., wenn das durchschnittliche Vermogen
eines Deutschen berechnet wird, um die verschiedensten Sum-
men, von denen der Durchschnitt genommen wird, ja auf die
grofere Anzahl der Personen entféllt der Betrag 0, und von da
an steigt der Wert bis zu Hunderten von Millionen hinauf. Hat
es unter solchen Umstédnden nun einen Sinn, den Durchschnitts-
wert zu bilden? Seine Bedeutung ist zunéchst nur die, dafs er
einen Quotienten darstellt, ndmlich den Quotienten der Summe
aller Werte der Zahlenfolge und der Anzahl dieser Werte. Was
man aus diesem Wert herauslesen will, bleibt noch der Willkiir
iiberlassen.

Nach dem, was wir gefunden haben, hat es nun keinen
Zweck, den Mittelwert da zu bilden, wo eine deutlich erkennbare
Entwickelung in der Zahlenfolge zu finden ist. Zum Beispiel ist es
sinnlos, von der mittleren Bevilkerung des deutschen Reichsge-
bietes wahrend der letzten 100 Jahre zu sprechen, weil in diesen
100 Jahren eine deutlich erkennbare Entwickelung, ndmlich eine
stetige Zunahme der Bevolkerung, stattgefunden hat. Die Vertei-
lung der Vermdogen unter den einzelnen Einwohnern ist dagegen
eine solche, daf, wenn wir die Einwohner nach einer gewissen
Reihenfolge ihrer Wohnstétten in eine Liste eintragen und die
dazugehorigen Vermogen daneben schreiben, in dieser Zahlen-
folge keine bestimmte Entwickelung erkennbar ist. Die Bildung
der Durchschnittswerte ist daher gestattet, wie weit auch die ein-
zelnen Werte voneinander abweichen. Die Reihe kann trotzdem
als eine stationdre gelten, weil die absolute Grofse der Abwei-
chungen bei dieser Begriffsbestimmung gar keine Rolle spielt.
Im vorliegenden Falle wird allerdings die Gruppierung der Wer-
te um den Durchschnittswert eine stark unsymmetrische sein,
weil der Durchschnittswert (etwa 7000.4) sehr viel nidher an
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der unteren als an der oberen Grenze liegt.

Wir gehen nun zur Betrachtung der Verteilungsreihen
iiber. Die Verteilungsreihen waren, wie wir sahen, sozusagen se-
kundére Tabellen, die aus einer urspriinglichen Tabelle dadurch
abgeleitet wurden, daf man die Tabellenwerte der Grofe nach
ordnete und angab, wieviel Tabellenwerte zwischen bestimmte
Grenzen fallen. Wir werden diese Bildung einer sekundéren Rei-
he insbesondere auf die stationdren Reihen anzuwenden haben.
Wir wollen aber zunéchst die Verteilungsreihen allgemeiner be-
trachten.

Wir nehmen an, daf sich die vorkommenden Werte, wel-
che jetzt den Eingang der Tabelle, in der urspriinglichen Tabelle
aber die eingetragenen Werte bilden, {iber ein bestimmtes In-
tervall erstrecken. Wenn dieses Intervall nach einer oder nach
beiden Seiten unbegrenzt ist, so nehmen wir an, dafs die zu-
gehorigen Haufigkeitszahlen schlieflich sehr klein werden. Das
bedeutet, daft in der urspriinglichen Tabelle nur verhaltnisma-
Kig wenig sehr grofse Werte enthalten sein sollen. Wir kénnen
uns praktisch immer ein endliches Intervall abgegrenzt denken
(indem wir nétigenfalls die dariiber hinausfallenden Werte ver-
nachléssigen), so daf die ganze Verteilungsreihe auf dieses In-
tervall beschrankt bleibt. Es handelt sich nun zunéchst darum,
eine Reihe von Begriffen zu entwickeln, welche zur allgemeinen
Beurteilung einer vorgelegten Verteilungsreihe dienen kénnen.

Den ersten Begriff, den wir verwenden, entnehmen wir der
Betrachtung der stationdren Reihen, wie wir sie vorhin angestellt
haben. Es ist dies der Begriff des arithmetischen Mittels.
Wir finden das arithmetische Mittel, indem wir jeden Wert des
Einganges mit dem zugehorigen Tabellenwert multiplizieren und
die Summe aller dieser Produkte durch die Summen aller Tabel-
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lenwerte teilen. Da der Eingang der Verteilungstabelle Intervalle
bedeutet, so miissen wir die Mitte y, jedes Intervalls nehmen
und mit der Anzahl z, der in das Intervall fallenden Werte der
urspriinglichen Tabelle multiplizieren. Wir finden also fiir das
arithmetische Mittel jetzt den Ausdruck

> YoZo
10 = ===
(10) Yo Sz,

Bei der graphischen Darstellung der Tabelle bedeutet das
arithmetische Mittel die Abszisse, die zu dem Schwerpunkt der
aus steifem Papier ausgeschnitten gedachten, die Tabelle dar-
stellenden Staffelfigur gehort.

Aufser dem arithmetischen Mittel wollen wir auch die
mittlere Ausweichung bilden. Wir finden hierfiir

)2
(11) M2 _ Z(yt] yO) ZQ’
> %
wofiir wir mit Riicksicht auf die Bedeutung von y, auch schreiben
kénnen

2 _ Zyg'z@ 2

= — Yo-

> %o

Unter Umsténden ziehen wir der Staffelfigur das Bild einer
stetigen Kurve vor. Dementsprechend haben wir dann in den
obenstehenden Ausdriicken die Summen durch Integrale zu er-
setzen und finden, indem 2z als Funktion von y erscheint,

/yzdy , /(y —yo)’zdy

Y = —F—, Ho = )
/zdy /zdy

(11a) 1
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wobei die Integrale {iber die ganze Ausdehnung der Verteilungs-
kurve auszudehnen sind, was man gewoOhnlich so ausdriicken
kann, daf man die Grenzen gleich —oo und +oo setzt.

Es gibt nun aber noch eine zweite Art der Mittelbildung,
die an sich noch einfacher ist. Man grenzt namlich das Intervall
ab, fiir das die Summe aller darunterliegenden H&ufigkeitszah-
len moglichst gleich der Summe aller dariiberliegenden Haufig-
keitszahlen wird. Wir bezeichnen den so gefundenen Wert der
Abszissen als den Zentralwert y, und die zugehorigen Ordi-
nate als die zentrale Ordinate. Bei der graphischen Darstellung
der Tabelle durch eine Staffelfigur bedeutet die zentrale Ordina-
te einen Schnitt, durch den die ganze Flache der Figur in zwei
gleiche Teile zerlegt wird und analog bei der Darstellung der
Verteilung durch eine stetige Kurve.

Wir bestimmen schliefslich noch das Intervall, bei dem die
Héaufigkeitszahl ein Maximum bildet, d. h. grofer wird als fiir
die nach beiden Seiten benachbarten Intervalle. Den so ermit-
telten Wert y, bezeichnen wir als Normalwert. Es liegt nun
auf der Hand, daf sich unter Umstdnden auch mehrere solche
Intervalle finden kénnen. Wir miiften dann von mehreren Nor-
malwerten sprechen, was aber nicht als zweckméfig erscheint.
Vielmehr tritt die eigentliche Bedeutung des Normalwertes erst
dann hervor, wenn nur ein Maximum vorhanden ist.

Um ein besonderes Beispiel fiir die drei verschiedenen Mit-
telwerte zu haben, wollen wir die Zahlenreihe nehmen, die in
einer Sterbetafel vorliegt. Der erste Mittelwert, das arithmeti-
sche Mittel oder der Durchschnittswert, wird in diesem Falle
die durchschnittliche Lebensdauer. Sie ist fiir die im
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Auszuge auf S. 24 mitgeteilte Sterbetafel
44,8 Jahre.

Der zweite Mittelwert, der Zentralwert, ist in diesem Falle die
wahrscheinliche Lebensdauer, d. h. das Alter, das gera-
de die Halfte der Geborenen erreicht. Sie betragt

55,6 Jahre.

Der dritte Mittelwert, der Normalwert, ist in diesem Falle das
normale Lebensalter, d. h. das Lebensalter, in dem mehr
Menschen sterben als in den auf beiden Seiten benachbarten
Altersstufen, wo also die Sterbekurve ein Maximum hat. Dieses
Alter betragt

73,2 Jahre.

Man erkennt deutlich die Verschiedenheit der drei Mittelwer-
te und sieht, dak die wahrscheinliche Lebensdauer zwischen der
durchschnittlichen und der normalen Lebensdauer liegt. Die drei
Zahlen zusammen konnen als die zusammenfassende Charakte-
ristik der Absterbeordnung gelten.

Wir wollen die auf diese Weise abgeleiteten Begriffe sofort
benutzen, um eine vorgelegte stationdre Reihe weiter zu ana-
lysieren. Das arithmetische Mittel gibt dabei wieder den schon
frither betrachteten Durchschnittswert. Dagegen liefert uns der
Zentralwert etwas wirklich Neues. Um ihn zu finden, haben wir
folgendermafen zu verfahren. Wir ordnen die aufgezeichneten
Werte der Grofe nach, hierauf zdhlen wir, vom niedrigsten Wert
anfangend, wenn die Anzahl der aufgezeichneten Werte gerade
ist, die Halfte der Werte ab und notieren den Wert, der in der
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Mitte zwischen dem so erreichten Wert und dem néchstfolgen-
den liegt, oder direkt den aufgezeichneten Wert, der von dem
kleinsten und dem grofsten Wert um gleichviel Glieder entfernt
ist, wenn die Anzahl der aufgezeichneten Werte ungerade ist.

Wir konnen diese Methode weiter fortsetzen, indem wir
auch die abgezdhlten Halften der aufgezeichneten Werte aufs
neue halbieren, und die Werte notieren, zu denen wir so ge-
langen; unter ihnen oder iiber ihnen liegt je ein Viertel aller
aufgezeichneten Werte. Die Abweichung dieser Werte voneinan-
der konnen wir auch als Maf fiir die Streuung der stationédren
Reihe betrachten. Einzeln konnen wir die Unterschiede der letz-
ten beiden Werte vom Mittelwert als Mafk fiir die Abweichung
der stationdren Reihe von dem Mittelwert nach unten und nach
oben hin ansehen. Wir erhalten so auch einen Mafistab dafiir,
in welcher Weise die stationdre Reihe unsymmetrisch ist. Wenn
namlich z. B. der obere Wert erheblich weniger von dem Zen-
tralwert abweicht als der untere Wert, so ist dieses ein Zeichen
dafiir, daf die Reihe nach unten zu weiter ausgedehnt ist als
nach oben zu, daf sie also nach unten zu unsymmetrisch ist.

Wir wollen nun eine Art der Verteilung herausgreifen, die
den Typus einer einfachen unsymmetrischen Vertei-
lung darstellt. Sie soll durch folgende Merkmale gekennzeich-
net sein: Es ist ein Normalwert vorhanden, von dem aus die
Verteilungsfunktion nach beiden Seiten bestédndig abnimmt, um
schlieflich in Null iiberzugehen. Die Asymmetrie der Verteilung
soll sich dadurch zu erkennen geben, dafs gleiche Werte der Ver-
teilungsfunktion sich fiir solche Werte des Arguments, der eine
yp rechts, der andere ys links vom Normalwert y,, ergeben, fiir
die

Y1 = Yal < [Ya — v2]
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ist, und es soll, wenn auch fiir y;, vy, gleiche Werte der Vertei-
lungsfunktion eintreten, auch

vt — w1l < ly2 — vl
werden. Man kann aus dieser Ungleichheit auch ableiten

‘ Ap(y1) . ' Ap(y2)
Ayl Ayz

indem man Ay, = y; —y1, Ays = yh —ys setzt und beachtet, dafs
dann der Voraussetzung geméfh Ap(y;) = Ap(ys) wird. Aus der
letzten Ungleichheit folgt aber, indem wir zur Grenze iibergehen,

‘ do(y1) - ‘ dp(y2)
dy, dys

Die Kurve, welche die Verteilungsfunktion darstellt, ist also auf
der kiirzeren Seite vom Normalwert aus iiberall starker gegen die
Abszissenachse geneigt als an den entsprechenden (gleich hohen)
Stellen auf der langeren Seite.

Unter diesen Voraussetzungen konnen wir eine wichtige
Lagenbeziehung zwischen den drei Mittelwerten beweisen. Zu-
néchst ist leicht zu erkennen, dafl, wenn die Verteilungskurve
vom Normalwerte aus nach rechts hin steiler abfallt, auf der
rechten Seite auch die von der Verteilungskurve iiber der Ab-
szissenachse abgegrenzte Flache kleiner als auf der linken Seite
sein muf. Die zentrale Ordinate, welche die ganze Fliche hal-
biert, liegt also notwendigerweise auf der linken Seite. Es handelt
sich nun darum, die Lage des Durchschnittswertes zu ermitteln.
Zu diesem Zweck gehen wir von dem Zentralwert y, aus. Die zu
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ihm gehdrige Ordinate halbiert die ganze von der Verteilungs-
kurve iiber der Abszissenachse abgegrenzte Fliche. Ubertragen
wir also den Teil der Kurve links vom Zentralwert spiegelbildlich
auf die rechte Seite, so mufs dort die neue Linie die urspriing-
liche Kurve derart durchsetzen, daf beim Ubergang von dieser
zu jener die abzutragenden Stiicke an Flacheninhalt gleich den
hinzuzufiigenden Stiicken sind. Die beiden Kurven kénnen sich
aber nur an einer Stelle y; durchsetzen. Fiir diese Stelle y; wird
der Wert der Verteilungsfunktion ¢(y;) ebenso grofs, wie der
Wert o(ys) fiir die Abszisse ys, fir die y, —ys = y; — y.. Gébe es
einen zweiten solchen Wert ¥/, so daf auch ¢(y]) = ¢(v5), wenn
Y. —Yh = Y1 —Y., dann miikte |y —y1| = |y2—y5| werden, wihrend
wir davon ausgegangen waren, dafl immer |y] — y1| < |y2 — 5]
ist. Wir finden also nur einen Durchsetzungspunkt und damit
nur zwei Fléchenstiicke, die sich ausgleichen, deren Inhalte al-
so gleich sein miissen. Daraus konnen wir schlieffen, daft der
Schwerpunkt der Flache links von der Zentralordinate weiter
von dieser entfernt ist als der Schwerpunkt der Fliache rechts
von der Zentralordinate, denn um die erstere Flache in die letz-
tere zu verwandeln, miissen wir ein weiter entferntes Stiick (in
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der Figur senkrecht schraffiert) in eine der Zentralordinate naher
benachbarte Lage (in der Figur schriag schraffiert) bringen.

Die Mitte zwischen den beiden Schwerpunktsordinaten lie-
fert nun aber die Schwerpunktsordinate der ganzen von der
Verteilungskurve abgegrenzten Fliche und die zu dieser Ordi-
nate gehorende Abszisse ist der Durchschnittswert gy. Dieser
Durchschnittswert muf also links (auf der flacheren Seite) von
dem Zentralwert y. liegen, und wir finden: Der Zentral-
wert liegt unter den angegebenen Voraussetzun-
gen immer zwischen dem Durchschnittswert und
dem Normalwert (Fechnersches Lagengesetz).

Wir haben iibrigens gesehen, daft dieses Gesetz z. B. auch
fiir die Absterbeordnung, trotzdem hierbei nicht eine einfache
Verteilung vorliegt, erfiillt ist.

Wenn eine Verteilungsreihe symmetrisch ist, so fallt der
Durchschnittswert mit dem Zentralwert und, wenn ein solcher
vorhanden, auch mit dem Normalwert zusammen. Es ist noch
wichtig, fiir die Félle, wo die Verteilung asymmetrisch oder, wie
man sagen kann, schief ist, ein bestimmtes Maf fiir die
Schiefe zu besitzen. Zu einem solchen Maf gelangt man, in-
dem man den Abstand des Normalwertes vom Durchschnitts-
wert einfithrt. Nennt man diesen Abstand d, so wiirde d in ge-
wissem Sinne ein Mafk fiir die Schiefe geben. Dieses Maf ist aber
ein lineares und nicht unmittelbar bei den verschiedenen Ver-
teilungsreihen zu vergleichen. Man kann deshalb ein absolutes
Maf fiir die Schiefe ableiten, indem man d mit der mittleren
Ausweichung p vergleicht. Es wird dann d/p ein absolutes Mafs
fiir die Schiefe.
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Als Beispiel wollen wir die Verteilungsfunktion

y
z=2ze d, 0<y<oo

(Beispiel einer einseitigen Dispersion) nehmen. Dann ergibt sich
fiir das arithmetische Mittel:

& y
/ zpe dydy
0 =d.

Yo = ) Y =
/ zo€ d dy
0

Als Normalwert hat in diesem Falle der Wert y = 0 zu
gelten, weil fiir ihn die Verteilungsfunktion den grofiten Wert
erreicht; d ist also in der Tat der Abstand des Normalwertes
vom Durchschnittswert. Ferner findet man fiir die mittlere Ab-
weichung o vom Anfangswert y = 0:

zoe dy”dy
py = s . = 2d4°
/ zo€ d dy
0

und damit fir die mittlere Abweichung vom arithmetischen Mit-
tel, d. h. die mittlere Ausweichung:

pt =y —d* =,
so daf sich in diesem Falle ergibt:

Y

1
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Eine besondere Auffassung der stationdren Reihen kommt
dann zur Geltung, wenn ihre Glieder die verschiedenen beob-
achteten Werte einer physikalischen Grofse bedeuten. Die Ab-
weichungen der verschiedenen Werte voneinander fithrt man be-
kanntlich darauf zuriick, daf bei den einzelnen Beobachtungen
Fehler gemacht worden sind. Man glaubt in allen diesen Fal-
len an die Existenz eines wahren Wertes, dem die beobachte-
ten Werte mehr oder weniger nahe kommen. Was der wahre
Wert unabhéngig von den gemachten Beobachtungen bedeutet,
bleibt allerdings zu beantworten. Die Gewiftheit seiner Existenz
schopft man erstlich aus der Uberzeugung von der Unverdnder-
lichkeit des Gegenstandes, auf den sich die Beobachtungen be-
ziehen, wenigstens wahrend der Dauer dieser Beobachtungen.
Sodann liegt aber auch ein tiber die blofse Erfahrung hinausge-
hendes Urteil zugrunde, das uns die von unseren Beobachtun-
gen, d. h. von unseren Wahrnehmungen unabhéngige Existenz
der Naturobjekte behaupten laft. Wir gelangen hiermit jedoch
auf das unwegsamste Gebiet der ganzen Naturphilosophie. Die
Frage, um die es sich handelt, 1aft sich mit kurzen Worten gar
nicht abmachen, weil sie wesentlich davon abhéngt, was man
unter Existenz versteht. Darin sind die Auffassungen sehr ver-
schieden. Wir kénnen aber die Betrachtung so fithren, daft der
metaphysische Einschlag moglichst vermieden wird. Dies laft
sich auf folgende Weise erreichen.

Das arithmetische Mittel der beobachteten Werte, fiir das
die Abweichung der Beobachtungsreihe am kleinsten wird, be-
deutet den Wert, der dem durch die Beobachtungen erhaltenen
Resultate so nahe kommt, wie nur moéglich, und den man als
den zusammenfassenden Ausdruck der Beobachtungen ansehen
kann.
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Wenn die Beobachtungen nun mehr und mehr gehauft wer-
den, so néhert sich das arithmetische Mittel mehr und mehr, wie
man annimmt, einer bestimmten Grenze, und als diese Grenze
laft sich der ,wahre Wert* festlegen. Derart wiirde der wahre
Wert nicht als etwas, was unabhingig von den Beobachtungen
existiert, wohl aber als ein auf den wirklich gemachten Beobach-
tungen aufgebauter Idealwert erscheinen, dem man né&her und
naher kommen kann, je mehr man die Beobachtungen héuft, oh-
ne ihn je mit Sicherheit zu erreichen. Im mathematischen Sinne
wiirde er also, wenn die Beobachtungen als eine beliebig weit
fortsetzbare Reihe angesehen werden, den Grenzwert bedeuten,
dem sich das arithmetische Mittel aus den Gliedern dieser Reihe
bei unbegrenzt wachsender Gliederzahl néhert.

Wir koénnen daher in bekannter Symbolik den so gebildeten
Wert, wenn wieder y1, o, ... der Reihe nach die beobachteten
Werte sind, mit

— lim Yit+Y2+--+yn
y_N:oo N

bezeichnen. Wir konnen auch die beobachteten Werte immer
zu einer bestimmten Zahl, etwa r, aufeinander folgender Werte
zusammenfassen und das arithmetische Mittel dieser Gruppen
aufeinander folgender Werte nehmen. So wiirde sich, wenn

u/ _ Z Yor+i

o
i T

das arithmetische Mittel fiir die pte Wertegruppe ist, unmittel-
bar ergeben, daft auch

y = lim TN EEY
V=00 I/—|—1
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wird. Der wahre Wert ist auch der Grenzwert fiir das arith-
metische Mittel der neuen Zahlenreihe. Die durch die Mittel-
bildung aus r Beobachtungen erreichte engere Annéherung an
den wahren Wert gibt sich dadurch zu erkennen, dafs die mitt-
lere Ausweichung der neuen Zahlenreihe kleiner ist als die der
urspriinglichen.

Wenn die Beobachtungen aufserordentlich gehauft werden,
so wird sich jeder der beobachteten Werte (der natiirlich nur mit
beschrénkter Genauigkeit bestimmt werden kann) eine grofere
Anzahl Male wiederfinden. Wir werden aber, falls sich eine regel-
maéakige Verteilung der beobachteten Werte ergibt, fiir den jenem
unmittelbar benachbarten Wert annahernd die gleiche Haufig-
keit finden miissen. Es ist also die Haufigkeit des Vorkommens
eines Wertes 71 zwischen zwei Grenzen, wenn diese Grenzen sehr
nahe benachbart sind, dem Intervall dn zwischen ihnen propor-
tional, und wir konnen die relative Haufigkeit eines Wertes 1 in
einem solchen Intervall in der Form

Y(n) dn

ansetzen, wo ¥ (n) eine bestimmte Funktion von 7, die Hau-
figkeitsfunktion, bezeichnet.

Da der Wert n zwischen den Grenzen —oo und +oo liegen
mufs, wird die relative Haufigkeit hierfiir

+o00
(12) W(n)dn = 1.

— 00

Nach unserer Voraussetzung ist der wahre Wert y gegeben
durch das arithmetische Mittel aller Werte 7, also durch das



Sechstes Kapitel. 114

Integral

(13) y = /+Oo mb(n) dn.

Bilden wir nun die Differenzen
rT=n-Y,
die wir als den Fehler der einzelnen Beobachtung bezeichnen,
so zeigt sich sofort, daf, wenn wir ¥(n) = ¥(y + ) = ¢(z)
setzen,
U(n) dn = p(x) da
wird. Wir erhalten weiter

(14) /_+OO e(x)der =1 und /_+OO zo(x)dr = 0.

o0 o0

Ferner soll noch eine Grofe p durch die Gleichung

+o0
(15) u? :/ ?p(z) dow
eingefiihrt werden. Diese Grofe bedeutet, da ja x = n — y, die
mittlere Abweichung der Werte 1 von dem ,wahren Wert" und
heifst der mittlere (quadratische) Fehler. Sie entspricht ge-
nau der frither eingefiihrten mittleren Ausweichung.

Wir wollen nun noch fragen, was der Durchschnittswert fiir
das Produkt z-2’ der Fehler zweier Beobachtungen wird. Fiir
die relative Haufigkeit eines bestimmten Wertes dieses Produk-
tes X = x -2/, d. h. eines Wertes, der zwischen den Grenzen
X und X + dX liegt, erhdlt man sofort das Integral

[ oo asa
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wobei fiir x, 2’ alle Werte zu nehmen sind, fiir die der Wert von
X =z - 2’/ zwischen den Grenzen X und X + dX liegt.

Dies bedeutet, wenn wir x, 2" als rechtwinklige Koordinaten
eines Punktes in der Ebene deuten, dafs das Integrationsgebiet
ein unendlich schmaler, zwischen zwei gleichseitigen Hyperbeln

;X , X +dX

r = ;, r = —jj
liegender Streifen ist. Dieser Streifen léft sich aber auf andere
Weise in Flachenelemente zerlegen. Wir teilen ihn durch unend-
lich benachbarte Ordinaten. Zwei solche schneiden dann ein un-
endlich kleines Parallelogramm aus dem Streifen aus, von dem

die in den Streifen fallenden parallelen Seiten die Ladnge — und

den Abstand dx haben, so daf der Inhalt dieses Fléchene%emen—
tes

- ax
x

wird. Damit verwandelt sich das obenstehende Integral, wenn

wir darin

/
xr =

X

X / o) (%) i—m.

Setzen wir also die relative Haufigkeit der Falle, wo X zwi-
schen X und X + dX liegt,

einsetzen, in

= ®(X)dX,
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Fig. 6.
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so folgt

o) = [ et (2) L

Nun wird der Durchschnitt aller Werte X gegeben durch
das Integral

+oo

X®(X)dX,

—00

wir erhalten dafiir also den Wert
+0o0o +0o0 X
/ Xop(x)ep (—) g

oder, indem wir in diesem iiber die ganze Ebene zu erstrecken-
den Doppelintegral wieder die urspriinglichen Fléachenelemente
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einfiihren,

+o0 +o0
/ / x-2'o(x) - p(2') drdx.

Es wird aber dieses Doppelintegral das Produkt zweier einfacher

Integrale:
+oo +o0
/ zo(z) dz - / z'o(x) da’,

und diese beiden Integrale sind 0, also auch ihr Produkt. Der
Durchschnittswert des Produktes x-2’ ist dem-
nach 0.

Wir wollen dies benutzen, um den Zusammenhang des mitt-
leren Fehlers i der direkten Beobachtungen y; mit dem mittleren
Fehler ' der zu r zusammengefafiten und zum Mittelwert v,
vereinigten Beobachtungen zu suchen. Wir miissen, um p/? zu
erhalten, den Durchschnittswert bilden von

1 2
ﬁ($1+$2+$3+“'+$r)

oder ) ) )
T T T 2r1x
1 5 122
—2+—2+"'+—;+ 5 +....
T T T T

Die Durchschnittswerte der n ersten Glieder sind aber alle

+oo 2
/ ?p(x) dr = o

= "
und die Durchschnittswerte der Produkte verschwinden, so daf
wir schlieflich erhalten
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oder

o

Der mittlere Fehler ist also umgekehrt proportional der Qua-
dratwurzel aus der Anzahl der Beobachtungen, von denen man
das arithmetische Mittel nimmt.

Setzen wir nun aber

Ai = Yi — Yo,

1
wobei yo = —(y1 + y2 + -+ + y,), so ergibt sich (da ja z; =
r

Yi — Y = Y — Yo + Yo — y, wenn die Summation iiber die r
zusammengefafsten Beobachtungen erstreckt wird,

Sl =2 N +r(yp—y)?

und daraus
SN =2 —rw—y)
Nehmen wir nun den Durchschnittswert, so ergibt sich fiir

das erste Glied der rechten Seite der Wert r - p?, fiir das zweite
2

Glied r - - = p?, also wird der Durchschnittswert von > A?
r

= (r—1u’,

und p kann als der Durchschnittswert von

2N

r—1
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angesehen werden. Sofern diese Grofe von einer Beobachtungsse-
rie zur anderen sich wenig dndert, kann sie selbst fiir den Wert p
genommen, also

(17) M:\/%

gesetzt werden.
Wir wollen nun auch noch den Durchschnittswert des Aus-
druckes

(18) M= 7%1 (=) + (g2 —w3) + (ys —wa)” + ..
+(yr—1 - yr>2]

suchen. Wir konnen diesen Ausdruck schreiben

M= ril [(951 — 1)+ (29 — @3)* + -+ (2,1 _3/7")2]

oder

1
mzr_l(xf+2x§+2x§+---+xf)
2
r—1

(x129 + Tox3 + -+ - + Tp1Ty),

und daraus folgt sofort fiir den Mittelwert

2112
Ist also die Anzahl der Beobachtungen groft genug und die
Verteilung der beobachteten Werte derart, dafs man den gefun-
denen Wert mit dem Mittelwert identifizieren kann, so muf man,
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da offenbar auch

1

r—1

mt:

(A1 =22)+ (A= A3)2+ (A3 = Ae) >+ -+ (A1 — A)?]

wird, zwischen diesem Ausdruck und dem Ausdruck

s AN HNA+ N
/J, =
r—1

die Beziehung finden
(19) m = 242,

und die erste Quadratensumme muft das Doppelte von der zwei-
ten Quadratensumme sein.

Hiermit haben wir ein Kriterium, das Abbesche Kri-
terium?), gefunden, das sich sehr leicht anwenden 1ift. Dieses
Kriterium gilt dafiir, dak die Werte der stationidren Reihe die-
selbe Verteilung zeigen, die sich bei wiederholten, gleich sorg-
faltigen Beobachtungen derselben physikalischen Grofe ergibt,
wo in der Tat angenommen werden kann, daf bei geniigender
Héaufung der Beobachtungen die idealen Mittelwerte mit grofser
Annéherung erreicht werden. Insofern die bei solchen Beobach-
tungsreihen entstehende Verteilung die typische Verteilung ist,
die da entsteht, wo die Abweichungen der einzelnen Werte der

D E. Abbe, Dissertation, Werke Bd. II, letzte Abhandlung. Vgl. Hel-
mert, Sitzungsberichte der Kgl. Preufiischen Akademie der Wissenschaften
1905, S. 594, der zeigt, daf sowohl die Vorzeichensumme der Abweichungen

A; gleich 0 wie der Ausdruck 2—932
I
der der Quadratwurzel aus der Anzahl der Beobachtungen gleich ist.

gleich 1 wird mit einem mittleren Fehler,
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Reihe voneinander auf blofsen Zufilligkeiten beruhen, kann des
Kriterium auch direkt als Zufallskriterium bezeichnet werden.

Wir wollen es noch an einem Beispiel bestatigen. Wir neh-
men dafiir die frither (S. 30) als Produkte zweier beobachteten
Grofen gefundenen Zahlenwerte fiir die Konstante im Boy-
leschen (Mariotteschen) Gesetz, so dak die Werte der statio-
naren Reihe jetzt sind

y1 = 1531, yo = 1547, y3 = 1531, y, = 1520, ys = 1518,
yo = 1541, y; = 1530, ys = 1535.

Der Durchschnittswert ist rund 1532, wir finden also

)\1 = _17 )\2 = +157 )‘3 = _17 /\4 = _127 )\5 = _147
Ao = 49, Ay = —2, Ag — +3.

Nun ist ein erstes Mittel, um zu beurteilen, ob diese Ab-
weichungen auf Rechnung des Zufalls gesetzt werden konnen,
die Untersuchung, ob sie eine symmetrische Verteilung zeigen.
Man kann sich hierbei darauf beschrianken, festzustellen, ob der
Durchschnittswert mit dem Zentralwert ungefahr zusammen-
fallt. Der Durchschnittswert der Zahlen A ist aber 0 (wegen der
Abrundung bei den obenstehenden Zahlen —0, 4). Soll nun auch
der Zentralwert 0 sein, so miissen unter den A ebensoviel positive
wie negative sein. Wir konnen die sich so ergebende Regel fas-
sen wie folgt: Man ersetze alle positiven A\ durch den Wert +1,
alle negativen durch —1, diejenigen, welche 0 sind, lasse man
gleich 0, dann mufs die algebraische Summe dieser Werte klein
im Verhéltnis zu der Anzahl der Beobachtungen sein. Im vorlie-
genden Falle haben wir fiinf negative und drei positive Werte,
wiirden also statt 0 den Wert —2 erhalten, was klein genug ist.
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Bilden wir jetzt die mittlere Ausweichung nach der For-
mel (17), so erhalten wir

1
2u2:2-g:189.

Ferner wird

1

M=z

(16% +16% + 112 + 2% + 23% + 11% + 5%)
oder
M = 187.

Die Ubereinstimmung zwischen den Werten 2u und 9% ist so
gut, wie man nur wiinschen kann.




Siebentes Kapitel.

Das Urnenschema.

Wir gehen nun den Weg, dak wir einen besonderen Fall von
stationédren Zahlenreihen ins Auge fassen. In diesem Falle sollen
die beobachteten Werte relative Héaufigkeiten gleichartiger Er-
eignisse sein. Um aber ein bestimmtes Bild vor Augen zu haben,
denken wir uns eine Urne, in der schwarze und weife Kugeln
gemischt enthalten sind und aus der eine bestimmte, sehr grofe
Anzahl Male hintereinander eine Kugel gezogen wird, die jedes-
mal nach der Ziehung zuriickgelegt wird. Das Verhéltnis der An-
zahl der gezogenen weifen Kugeln zu der Anzahl der gemachten
Ziehungen iiberhaupt ergibt dann die aufzuzeichnende relative
Héaufigkeit. Wir konnen es dabei als eine Erfahrungstatsache an-
sehen, daf diese Verhéltniszahl anndhernd mit dem Verhéltnis
der in der Urne enthaltenen weifsen Kugeln zu der Gesamtzahl
der iiberhaupt vorhandenen Kugeln iibereinstimmt. Wir kénnen
auch, wenn das einfacher scheint, diese Behauptung so wenden,
dak wir zunéchst von einer Urne ausgehen, in der die Kugeln ein-
zeln, etwa mit Zahlen, bezeichnet sind. Die Behauptung lautet
dann so, daf bei einer grofen Anzahl von Ziehungen die ver-
schiedenen Kugeln annahernd gleich oft erscheinen, falls beim
Ziehen gewisse Vorsichtsmafregeln (stets erneutes, griindliches
Durcheinanderschiitteln usw.) beobachtet werden. (Die Behaup-
tung geht sogar noch weiter, die Anzahlen der Ziehungen fiir
die verschiedenen Kugeln sollen um so genauer einander relativ
gleich werden, je grofer ihre absoluten Werte sind.) Die relative
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Héaufigkeit wird sonach fiir die einzelnen Kugeln, wenn s Ku-
geln in der Urne enthalten sind, anndhernd gleich —, und wenn
darunter r weiff gefarbt sind, wird die relative ngﬁgkeit der
Ziehung einer weifen Kugel anndhernd gleich g, also gleich dem

Mischungsverhaltnis.

Fassen wir nun die relativen Haufigkeiten ins Auge, die bei
einer Serie von Ziehungsgruppen (zu je n Ziehungen) tatséch-
lich gefunden sind, so kénnen wir von vornherein sagen, daft die
so gefundenen Werte, weil sie keine systematische Verdnderung
zeigen, sich vielmehr alle mehr oder weniger dem Mischungsver-
haltnis der Kugeln néhern, in dem friiher erérterten Sinne eine
stationdre Reihe bilden.

Ist das Mischungsverhéltnis also nicht bekannt, so liefert
die Bestimmung der relativen Haufigkeit der gezogenen weifien
Kugeln bei einer Serie von Ziehungsgruppen, deren jede eine
grofse Anzahl von Ziehungen umfafst, ein Mittel, den Wert des
Mischungsverhaltnisses wenigstens angenéhert zu finden. Es sei
eine Serie von m mal n Beobachtungen angestellt und es seien

hierbei
_Dh _ D2 _ Pm
w; = —, Wyg = —, <y Wy — —
n n n
die bei den einzelnen Beobachtungsgruppen gefundenen relati-
ven Haufigkeiten. Diese bilden die Elemente der stationéren Rei-
hen, um die es sich handelt. Der Durchschnittswert aber, um den

sich die Werte der Reihe gruppieren, wird:

w_w1+w2+“'+wm_P1+p2+"'+Pn
m m-n

9

er ist demnach nichts anderes als die relative Haufigkeit, die sich
ergibt, wenn wir direkt die relative Haufigkeit fiir die Gesamtheit
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aller angestellten Beobachtungen bilden. Denken wir uns nun die
Beobachtungen weiter fortgesetzt, so daf wir neue Zichungsse-
rien von je m - n Ziehungen erhalten, dann bilden die aus diesen
folgenden relativen Haufigkeiten eine neue stationére Reihe, von
der wir allgemein gezeigt haben, dafs die Abweichung ihrer Wer-
te voneinander geringer ist als die der urspriinglichen Reihe. So
konnen wir noch weiter fortfahren, die gefundenen Reihen wer-
den sich dann immer enger um einen bestimmten Mittelwert
zusammenziehen. Es zeigt sich also, dafs man einem bestimm-
ten Wert ndher und ndher kommt, der mit der beobachteten
relativen Haufigkeit um so genauer zusammentfillt, je grofer die
Anzahl der beobachteten Félle ist. Daf der so ermittelte Wert
das wirkliche Mischungsverhéltnis der Kugeln in der Urne ist,
kommt nicht unmittelbar in Betracht. Dieser Wert, den wir als
Idealwert oder Grenzwert einer relativen Héaufigkeit erhalten,
ist derselbe, der sonst als mathematische Wahrscheinlichkeit be-
zeichnet wird. In dem hier angegebenen Sinne wurde der Be-
griff vielleicht zum erstenmal von Gauss eingefithrt (Theoria
combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae 1821,
Werke, Bd. IV, S. 5) und durch den Ausdruck facilitas re-
lativa bezeichnet. In der weiteren Darstellung gebraucht er je-
doch durchweg den gewohnlicheren Ausdruck probabilitas und
wir konnten ebenso die Bezeichnung Wahrscheinlichkeit verwen-
den. Es scheint aber doch besser, in dieser kurzen Darstellung,
die nur das erkenntnistheoretische Problem, nicht aber die wei-
teren Ausfithrungen zu behandeln hat, um alle Mifsverstéandnisse
gegeniiber der sonst iiblichen Definition der Wahrscheinlichkeit
auf Grund der ,gleich moglichen Fille zu vermeiden, iiberall
den Ausdruck ,relative Haufigkeit zu verwenden, trotzdem die-
ser dann auch iiber seine urspriingliche Bedeutung hinaus eine
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besondere Prégung als Kunstausdruck erhalt. Wir miissen im
folgenden immer die Anzahl der Ziehungen so groft voraussetzen,
dafs die erreichte Anndherung an den Idealwert als hinreichend
angesehen werden kann.

Die Ziehung aus einer Urne lafst sich als Typus eines ein-
fachen Ereignisses ansehen. Wollen wir uns nun ein zusam-
mengesetztes Ereignis bilden, so denken wir uns zwei Urnen.
Zuerst wird aus der ersten Urne gezogen und nur, wenn hierbei
eine weifse Kugel gefunden ist, wird auch aus der zweiten Urne
gezogen. Dafl hierbei wieder eine weife Kugel gefunden wird,
wird als das Eintreten des in Betracht gezogenen zusammenge-
setzten Ereignisses angesehen. Es fragt sich dann, ob die rela-
tive Héufigkeit dieses zusammengesetzten Ereignisses sich aus
den relativen Haufigkeiten der Einzelereignisse ableiten l&ft. Zu
diesem Zweck denken wir uns wieder eine Serie von Ziehungs-
gruppen. Wir nehmen zunéchst an, es sei nmal aus der ersten
Urne gezogen worden. Nur bei einem Teil dieser Ziehungen, et-
wa p Ziehungen, ist dann eine weifse Kugel gezogen worden, und
in einem Teil dieser Fille, etwa bei ¢ Ziehungen, sei auch aus
der zweiten Urne eine weife Kugel gezogen worden. Die relative
Héaufigkeit des zusammengesetzten Ereignisses ist dann

4q
w=—.

Die relative Haufigkeit der Ziehung einer weifen Kugel aus
der ersten Urne wird aber

p
wp = —
n

Y

und die relative Héufigkeit der Ziehung einer weifen Kugel aus
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der zweiten Urne wird
Wy =

I

man findet also
(1) w = w; - We,

d. h. die relative Haufigkeit des zusammengesetz-
ten Ereignisses ist das Produkt aus den relativen
Haufigkeiten der Einzelereignisse.

Wir miissen aber beachten, welche Voraussetzung hierbei
gemacht worden ist. Durch die Ziehungen aus der ersten Ur-
ne werden bestimmte Fiélle, die durch das Finden einer weifsen
Kugel gegeben sind, herausgegriffen. Nur in diesen Fallen wird
aus der zweiten Urne gezogen und die relative Haufigkeit fiir
diese Ziehungen notiert. Liegt nun der Fall ebenso, als ob un-
abhéngig von der ersten Urne aus der zweiten Urne gezogen
worden wire? Man wird die Frage hier unbedingt bejahen, sie
wird sogar als gédnzlich tiberfliissig erscheinen. Thre Entscheidung
bedeutet aber eine bestimmte Aussage iiber die beiden Einze-
lereignisse, aus denen sich das Gesamtereignis zusammensetzt,
namlich die Aussage dariiber, dafs die durch die erste Ur-
ne getroffene Bestimmung iber die Ziehung aus
der zweiten Urne keinen Einfluf auf die Resulta-
te der Ziehungen aus dieser zweiten Urne ausiibt,
dak mit anderen Worten die beiden Einzelereignisse
voneinander unabhédngig sind.

Die gleiche Uberlegung bleibt natiirlich auch dann bestehen,
wenn das Gesamtereignis sich aus mehr als zwei Einzelereignis-
sen zusammensetzt. Wir konnen daher allgemein sagen:
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Die relative H&aufigkeit eines aus mehreren
Komponenten zusammengesetzten Ereignisses ist
gleich dem Produkt aus den relativen Héaufigkei-
ten seiner Komponenten, wenn diese voneinander
unabhéangig sind.

Ein Ereignis kann aber noch auf eine andere Art aus Tei-
lereignissen zusammengesetzt sein. Nehmen wir z. B. an, das
Ereignis bestdnde darin, dafs mit einem Wiirfel mehr als drei
Augen geworfen werden. Dann setzt sich dieses Ereignis sofort
aus drei Teilereignissen zusammen. Es konnen nédmlich mit dem
Wiirfel entweder vier oder fiinf oder sechs Augen geworfen sein.
In allen drei Féllen ist das Ereignis eingetreten. Nehmen wir
nun an, es sei allgemein n die Gesamtzahl der Fille. Dabei seien
die Teilereignisse der Reihe nach p-, ¢-, r mal eingetreten, dann
ist das Gesamtereignis (p + ¢ + ) mal eingetreten. Die relative
Héaufigkeit des Gesamtereignisses wird also

+q+r r
woPFaFT _p o T
n n n n
Die relativen Haufigkeiten der Teilereignisse sind aber
p q T
wy = —, Wy = —, w3 = —
n n n
Es ergibt sich demnach
(2) w:w1+w2+w3,

und wir kénnen allgemein den Satz aussprechen:

Wenn bei einem Ereignis verschiedene Faéalle
moglich sind, die alle das Eintreten des Ereig-
nisses bedeuten, so ergibt die Summe der rela-
tiven Haufigkeiten aller dieser Félle die relative
Haufigkeit des betrachteten Ereignisses selbst.
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Bei jedem Ereignis sind aber immer von vornherein zwei
Félle zu unterscheiden, die durch das Eintreten und das Ausblei-
ben des Ereignisses gegeben sind. Das Eintreten und das Aus-
bleiben eines Ereignisses setzen sich jedoch zu einem Ereignis
zusammen, das in allen Féllen eintritt, dessen relative Haufig-
keit also gleich 1 ist. Nennen wir daher w die relative Haufigkeit
des Eintretens und w’ die relative Haufigkeit des Ausbleibens,
so muf

w+w =1

werden, es ergibt sich also die relative Haufigkeit des Ausbleibens
eines Ereignisses aus der relativen Haufigkeit w seines Eintretens

durch die Gleichung
w=1-—w.

Wir benutzen die angestellten Uberlegungen nun, um die re-
lative Haufigkeit des mehrmaligen Eintretens eines Ereignisses
in einer gewissen Anzahl von Fillen zu bestimmen. Wenn das
Ereignis in n Fallen pmal eintreten soll, so miissen wir zunéchst
dabei eine bestimmte Folge des Eintretens und Ausbleibens ins
Auge fassen. Es handelt sich dann um ein Ereignis, das aus n un-
abhéngigen Teilereignissen besteht. Diese Teilereignisse sind das
Eintreten oder Ausbleiben des betrachteten Erfolges im ersten,
zweiten, dritten usw. Falle. Nach unserem Satze ist die relative
Héaufigkeit des Gesamtereignisses das Produkt aus den relativen
Héaufigkeiten der Teilereignisse, und von diesen n Faktoren sind
p gleich w, wenn wir mit w die relative Haufigkeit des Einzeler-
eignisses bezeichnen, von der wir voraussetzen, dafs sie sich von
Fall zu Fall nicht &ndert, die iibrigen n — p Faktoren dagegen
werden gleich 1 — w. Wir finden also fiir die relative Haufigkeit
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des Gesamtereignisses den Wert
wP(1 —w)"P.

Nun soll aber die Reihenfolge, in welcher der betrachtete
Erfolg eintritt oder ausbleibt, fiir das in Wirklichkeit betrachte-
te Gesamtereignis (das pmalige Eintreten des betrachteten Er-
folges in n Fillen) gleichgiiltig sein. Wir miissen also alle die-
se verschiedenen Reihenfolgen als verschiedene mogliche Fille,
in denen das in Rede stehende Ereignis eintritt, ansehen und
finden die relative Héaufigkeit dieses Ereignisses als die Summe
der relativen Haufigkeiten, die sich fiir die einzelnen moglichen
Reihenfolgen ergeben, d. h., da diese relativen Haufigkeiten alle
gleich sind, als das Produkt ihres Wertes mit der Anzahl der Ar-
ten, auf die sich aus n Elementen p herausgreifen lassen. Diese

Anzahl ist
1-2-3-4-5...n B n!

1-2...p-1-2...(n—p) pl(n—p)
wenn wir in der iblichen Weise

1-2-3...n=n!

setzen, und damit finden wir fiir die gesuchte relative Haufigkeit
den Wert

(3)

n!
pl(n —p)!
Dieser Wert ist, wie man sieht, einerseits eine einfache Funk-
tion der relativen H&aufigkeit w, andererseits hiangt er in be-

stimmter Weise von der Zahl p ab und wir wollen ihn deswegen
mit

wP (1 —w)" P,

©p(w) oder kiirzer ¢,
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bezeichnen.

Bei der Bestimmung des vorstehenden Ausdruckes ist zu
bedenken, dafs der Wert w nie mit absoluter Genauigkeit, son-
dern immer nur mit einer gewissen Annéherung gefunden werden
kann. Wir wollen nun untersuchen, welchen Einflufl eine kleine
Abweichung dw im Werte von w auf die Bestimmung des Wer-
tes ¢, austibt. Die der Abweichung dw entsprechende Anderung
dieses Wertes wird

Diese Anderung darf nur einen Bruchteil von ¢p ausmachen,
damit die Bestimmung von ¢, tiberhaupt einen Sinn hat. Wir
fragen also, wann

dpp < €@y
wird, wo € einen bestimmten echten Bruch bedeutet, und finden
zunachst, dal dann dem absoluten Betrage nach

(L”‘P)gwq
w 1—w

sein mufl, woraus sich, indem wir die Werte

n—p
u==—, l—u=
n n

einsetzen, ergibt:
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oder
U — W

w(l —w)
Nehmen wir fiir dw die grofte zu befiirchtende Schwankung in

der Bestimmung von w, so folgt fiir die zugehorigen Grenzen des
Wertes u

now < €.

w(l —w)
U—w < ———=¢
now
dem absoluten Betrage nach, oder
w(l —w)
p—nw < ——E.
ow
Nur wenn diese Bedingung fiir einen nicht zu grofsen Wert des

echten Bruches ¢, also sicher auch die Bedingung

w(l —w)
ow

erfiillt ist, kann von einer Bestimmung des Wertes ¢, die Rede
sein. Es ergibt sich also eine gewisse Grenze fiir die Abweichung
des Wertes p von dem ,Normalwert® nw, die iiberhaupt zuléssig
ist. Das ist fiir alles Folgende wichtig zu beachten.

Nehmen wir nun die Reihe der Werte ¢,,, welche die Héufig-

p—nw <

keit des Vorkommens eines bestimmten Wertes b_ u angeben,

so fragt es sich, welcher Art diese Zahlenreihe is‘?, wenn wir von
der Annahme eines festen Wertes w ausgehen. Es zeigt sich so-
fort, dafs die Reihe in dem frither (S. 79) angegebenen Sinne
einen einfachen Verlauf hat. Bilden wir namlich den Aus-
druck

A@p:‘tpp-&-l_@p_n_p_ w (n+Dw—(p+1)

©p ¢  p+l 1—-w — (p+1A-w) ’
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so geht dieser durch Null hindurch, wenn mit moglichster An-
naherung

n—p l—-w
p+l  w
oder
p+1
=w
n+1

Wird.AAuf der einen Seite von diesem Werte ist der Ausdruck
Yp

Yp
Seite wird er negativ und nimmt ebenfalls mit p zu, d. h. dem

absoluten Werte nach ab; es wird namlich

von besténdig positiv und nimmt mit p zu, auf der anderen

Ay B Appi1 n+1 w

©p Ypr1 2+ 1(p+2) 1 -w

bestdandig positiv, die Werte von ¢, nehmen also vom Hochst-
wert aus nach beiden Seiten ab, wie Fig. 5 angibt.

Auf eine andere Weise untersuchen wir die aus dem Aus-
druck ¢, folgende Zahlenreihe, indem wir die Summen

; Pps ;p%)a ;pQ@p

bilden. Was zunéchst die erste angeht, so ergibt sich aus

sofort

Z@pzl'

0
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Fiir das allgemeine Glied der zweiten Summe finden wir dagegen

n! P(1 — )P
p'%:(19—1)!(7%—29)!10(1 )
(TL— 1)' p—1 n—p
= i )

und daraus folgt, indem wir die Werte, die aus ¢, hervorgehen,
wenn man n — 1 statt n nimmt, mit ¢}, bezeichnen,

Py =nW- P,

es wird also

n n—1
Zofp ©p = nw ZOI ©h 1
und damit
(4) Eolp-sopzn-w-
Weiter ergibt sich:
2 n! p n—p
D" pp = wP(1 — w)
T =2)(n-p)
w1 )
+ wP (1 —w)"™
(p = Dl(n —p)!

=n(n—Dw’ - gy, +nw- g, 4,

indem wir den Ausdruck, der aus ¢, hervorgeht, wenn man n—2
statt n nimmt, mit phi; bezeichnen, und damit erhalten wir

Y0 gy =n(n— Dw’ - gy o +nw- 3,
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da aber @) | =1, @) , =1, folgt hieraus:

(5) Sop? o, = n(n — Dw? + nw.

Diese Resultate lassen sich verwerten, um die registrierten
Werte p nach der im vorigen Kapitel angegebenen Methode als
die Glieder einer stationdren Reihe zu untersuchen. Die An-
zahl der insgesamt aufgezeichneten Werte sei N. Der Wert p
findet sich dann ¢, - N mal, und wenn wir die Summe aller auf-
gezeichneten Werte bilden, so ergibt sich

2 pN -p=N3p-pp=N-nw;
das arithmetische Mittel aller aufgezeichneten Werte wird also
Po="n-w.

Berechnen wir nun die Summe der Quadrate der Abwei-
chungen der aufgezeichneten Werte von diesem Mittelwert, so
ergibt sich dafiir der Ausdruck

>N - (p— p0)2

und hierfir finden wir weiter:

N - [Xp*ep — 2nw Y py, + n*w?]
=N - [n(n — Dw* + nw — n’w’] = N -nw(l — w).

Der Mittelwert aller Abweichungen wird also

nw(l —w).
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Nehmen wir statt der Werte p selbst die Verhéltniswerte B,
n
so wird

und

§<__w>2.%zm,

n

also in diesem Falle die mittlere Ausweichung

w(l—w).

(6) p= -

Diese mittlere Ausweichung wird sonach um so kleiner, je
grofer n ist.

Wenn aus einer Urne gezogen wird und sich hierbei unter
n Ziehungen pmal eine weife Kugel findet, so konnte man die-
sen Vorgang als typisch fiir alle Félle ansehen, wo bei n Proben
pmal der gewiinschte Erfolg eintritt. Man kann daher versucht
sein, die aus diesem einfachen Urnenschema abgeleiteten Resul-
tate auf alle Falle zu {ibertragen, in denen sich nichts weiter
offenbart hat, als daf ein bestimmter Erfolg p mal unter n malen
eingetreten ist. Der Schluf ist aber sehr gewagt und wird in den
meisten Féllen auch als irrig nachgewiesen, wenn man die rela-
tive Haufigkeit nicht blof einmal, sondern eine gréfsere Anzahl
Male bestimmt, und dann versucht, die mittlere Ausweichung
der so gewonnenen stationdren Reihe mit dem nach der obigen
Formel sich ergebenden Ausdruck zu vergleichen. Man kann fiir
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diese mangelnde Ubereinstimmung zunéchst folgende Erklirung
versuchen.

Bei dem Urnenschema ist man von vornherein gewifs, dafs
die Bedingungen des Ereignisses, die durch das Mischungsver-
héltnis der schwarzen und der weifen Kugeln in der Urne ge-
geben sind, unverdndert bleiben. Im allgemeinen Falle hat man
diese Gewifsheit aber nicht. Man konnte nun diesen allgemeine-
ren Fall an das zuerst gegebene Urnenschema anschliefen, in-
dem man voraussetzt, daf das Mischungsverhéltnis der Kugel
in der Urne wechselt, oder besser noch, dafs die Ziehungen nicht
aus einer Urne, sondern aus vielen Urnen mit verschiedenen Mi-
schungsverhéltnissen stattfinden. Es ist dann die Frage, ob sich
dadurch die Verteilung der Anzahl Male, die ein bestimmtes
Ziehungsverhéltnis bei einer grofen Anzahl von Ziehungen her-
auskommt, wesentlich dndert oder nicht.

Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir an, es sei das
Mischungsverhéltnis der weifsen und schwarzen Kugeln bei der ¢
ten Ziehung w;/w}, wobei immer w; + w; = 1.

Bilden wir nun das Produkt

[T(wi€ + win) = 32 €™,

1

iber alle Ziehungen erstreckt, so gibt der Faktor 1, von &Pn"~P
in diesem Ausdruck die relative Haufigkeit der Ziehung von p
weifsen Kugeln bei n = p+ ¢ Ziehungen an. Dies ist sofort einzu-
sehen, weil das Entstehen eines Ziehungsverhéltnisses, bei dem p
weile Kugeln g schwarzen Kugeln gegeniiberstehen, genau ana-
log ist dem Herausheben eines Gliedes mit p Faktoren £ und
n — p = q Faktoren 7 bei der Ausrechnung des angeschriebenen
Produktes. So oft sich ein solches Glied ergibt, so oft ergibt sich
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auch bei den aufeinanderfolgenden Ziehungen eine Kombination,
bei der gerade p weifte und g schwarze Kugeln gezogen sind.
Da die Summe aller dieser relativen Haufigkeiten gleich 1
sein muf, folgt fiir E =n =1
> € = [T(wi§ +win) = 1.

(2

Fiir die Zahlenreihe, welche die relativen Haufigkeiten bilden,
finden wir den Mittelwert w, indem wir bilden

nw = prp = prpfpilnq fir {=n=1
Nun ergibt sich aber:

p—1,q __ aH(wlg + w;n)
Y€t = o
/ W
= [[(wi€ +win) - > Wik + i

und daraus folgt fiir den Mittelwert w, wenn wir £ = n = 1
setzen,

(7) nw = > w;.

Wir haben jetzt auch noch die mittlere Ausweichung zu
berechnen und zu dem Zweck zu bilden

R = Y (p— mw)? - v
Hierfiir ergibt sich zunéchst:

> (p— nw)2¢p = szwp — n*w?
=Y plp— D, + nw — n’w?,
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und weiter finden wir fiir ¢ =np =1

0 ; !
Sop(p — )by = 2o p(p — 1), = H(waij win)
Es wird aber fiir E =n =1
P +uln) wa
T e TR
=2 wiwg,
ik

und damit erhalten wir:

n*u? =3 p(p — 1), + nw — n*w?

oder

n2:u’2 = sz - wav
also

n*u? =S wi(1 — w).

In diesem Falle ergibt sich demnach fiir die mittlere Ausweichung
der Wert

(8) pyf 2z
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Wir haben bis jetzt {iber die Verteilung der relativen Hau-
figkeiten w; nichts vorausgesetzt. Wir wollen einmal annehmen,
dafs diese Verteilung selbst eine solche ist, wie sie sich fiir das
Ziehungsverhéltnis bei einer Urne ergibt. Die auftretenden Wer-
te w; bilden dann eine typische Zufallsreihe. Der Mittelwert die-
ser Reihe, w, wird gegeben durch die Gleichung

> w; = nw.

Dagegen wird die Quadratsumme Y w? nach den frither gefun-
denen Formeln gleich (n — 1)w? + w. Dies folgt némlich aus der
Gleichung

>0y = n(n — Dw’ + nw,

wenn wir bedenken, daf ny, die Anzahl Male ist, die der Wert p

unter den n Gliedern der Reihe vorkommt, und dafs jetzt w; = p
n
einzusetzen ist. Wir finden also:

Swill —wy) =Y w — Y wl =nw— (n— Dw?* —w

=(n—-1Nw(l —w)
und damit
(n—Dw(l —w)

) My (GRS T

Dieser Wert der mittleren Ausweichung unterscheidet sich von
-1

dem frither gefundenen nur dadurch, dafs der Faktor o
n

hinzugetreten ist. Dieser Faktor wird fiir groferes n sehr nahe
gleich 1 und wir finden so wieder dieselbe mittlere Ausweichung
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wie frither, wenn wir nur fiir das Mischungsverhéltnis den Mit-

2 Wi

telwert w = ' nehmen.

Daraus folgt, dak, wenn zwischen dem Wert von w und dem
Wert von p der frither gefundene Zusammenhang nicht bestehen
soll, die Abweichung der Werte w; vom Mittelwert w jedenfalls
nicht selbst eine rein zufillige (wie sie sich bei der Ziehung aus
einer Urne als Abweichung des Ziehungsverhaltnisses vom Mi-
schungsverhéltnis ergibt) sein darf. Es muff vielmehr eine an-
dersgeartete Veranderung in dem Mischungsverhéltnis der Ur-
ne, aus der gezogen wird, mit anderen Worten eine systematische
Veranderung der dem beobachteten Ereignis zugrunde liegenden
Wahrscheinlichkeit angenommen werden.
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Naherungsformeln.

Fiir die relative Haufigkeit oder Wahrscheinlichkeit des
pmaligen Ziehens einer weiffen Kugel bei n Ziehungen aus der
Urne haben wir, wenn die relative Haufigkeit der Ziehung einer
weilen Kugel w ist, den Ausdruck gefunden:

n!

p—!(n — ) wP (1 —w)" P,

Pp =

Um diesen Ausdruck zu berechnen, etwa mit Hilfe von Logarith-
men, brauchen wir eine Tabelle der Fakultaten oder eine Tabelle
fiir die Logarithmen dieser Fakultéten, d. h. die Summe der Lo-
garithmen der ganzen Zahlen, von 1 anfangend. Der Ausdruck
ist dann leicht fiir gegebene Werte von p und n zu berechnen,
solange der Wert von n nicht grof ist. Wird n aber grofer, so
entsteht schon in den Logarithmen von w und 1 —w, da der eine
mit p, der andere mit n — p zu multiplizieren ist, eine erhebliche
Ungenauigkeit, und damit wird das Resultat nur dann zuverlas-
sig, wenn man Logarithmen mit hinreichend viel Stellen nimmt,
was sehr unbequem ist.

Dann empfiehlt es sich, von bestimmten Néherungsformeln
Gebrauch zu machen. Es zeigt sich ndmlich, daft unter gewissen
Umstdnden der Ausdruck von ¢, sich auf einen solchen zuriick-
fithren lafst, der eine Funktion blofs einer Veranderlichen ist und
sich deshalb in einer Tabelle mit einem einzigen Eingang dar-
stellen 1aft.
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Der erste Fall, in dem dies eintritt, ist der, wo n sehr grof ist,
aber w sowohl von 0 als auch von 1 erheblich verschieden ist. Die
Art der sich so ergebenden Verteilung wollen wir uns zunéchst
durch eine graphische Darstellung klar zu machen suchen. Sie
ist in der untenstehenden Figur fiir 999 Ziehungen aus einer Ur-
ne, in der gleich viel weife und schwarze Kugeln enthalten sind,
angegeben. Es ergibt sich natiirlich nicht im eigentlichen Sinne
eine Kurve, aber die 1000 Punkte, die zu zeichnen sind, liegen
einander so nahe, dafl, wenn man je zwei aufeinander folgende
von ihnen durch gerade Strecken verbindet, mit sehr grofser An-

Fig. 7.
Relative
Hinfigkeit
0,03
e

0,02 /

/ \

0,00
== -3 <D =3 -] - =] =3 =3 =3 2 weife
xS «Q [ ==} fre
2 8 2 s 2 2 ¢ s F ¥ Kugeln

naherung das Bild einer Kurve entsteht. Analytisch wiirde das
bedeuten, daf, wenn der als Einheit gewahlte Abstand auf der



Achtes Kapitel. 144

Abszissenachse mit e bezeichnet wird und die der Kurve ent-
sprechende Funktion mit p(x), wobei x = pe, mit geniigender
Annéherung
do(z) @1 — @y
de e

angenommen werden kann oder, falls man unmittelbar e = 1
setzt,

dp(r)

“dr Pp+1 — Pp-
Die Kurve néhert sich in ihrem Verlauf so rasch der Abszissen-
achse, daft von ihr nur ein kleiner Teil, der sich allein merklich
von der Abszissenachse entfernt, gezeichnet zu werden braucht.
Dieser Teil gruppiert sich hier um die Stelle, bei der die Anzahl
der gezogenen weiften Kugeln der Anzahl der gezogenen schwar-
zen Kugeln moglichst gleich wird.

Um nun einen angensherten Ausdruck fiir ¢, zu finden,
bilden wir wieder
Ypr1—¢p  (n+1w—(p+1)

©p (p+1)(1—w)

Wir haben dabei vorauszusetzen, dafs n sehr grof ist. Wir
miissen dann annehmen, damit sich iiberhaupt ein von 0 hin-
langlich verschiedener Wert von ¢, ergibt, dafs p in der Nahe
des Maximalwertes liegt. Dieser Maximalwert ergibt sich, wenn
der Zahler des Bruches auf der rechten Seite der vorstehenden
Gleichung moglichst angenahert gleich 0 wird, also wenn mog-
lichst angenahert

p+l=mn+1uw
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wird. Es liegt deshalb nahe, allgemein

p+l=mn+Dw+mx

zu setzen. xq ist dann eine im Verhéltnis zu n kleine, wenn auch
an sich grofte Zahl.

Die Zunahme um 1 im Argument von ¢, bedeutet demnach
eine relativ sehr kleine Zunahme, und die Differenz ¢,11 — ¢,
kann einstweilen mit dem Differentialquotienten von ¢,, wenn
wir dies als Funktion eines kontinuierlich sich verdndernden Ar-
gumentes, nadmlich von x;, ansehen, identifiziert werden. Wir
kénnen also setzen, indem wir jetzt oo(z1) statt ¢, schreiben,

dpo(z1)
Ppt1 — Pp _ dzq _ dlnSOO(xl)
©p wo(z1) dxy
und erhalten
dlngpo(xl) _ T
dr,y nw(l —w) <1+x1+w)
nw

In dem Bruch rechter Hand konnen wir noch in dem letzten

Faktor des Nenners den nach Voraussetzung sehr kleinen Wert
r +w

nw

weglassen und erhalten so einfach

dIn pg(xy) _ 1

dxy nw(l —w)

Daraus folgt durch Integration
i

<P0($1) — Ce_2nw(1—w)’
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wobel C eine noch zu bestimmende Konstante bezeichnet.

Statt des Verhiltnisses 22" 7% kinnen wir ebensogut
¥p
Pp — Pp—

aber auch das Verhéaltnis ! bilden und erhalten dann

Pp

o= ps (4 Duw—p
©p (n+1—pw

Der Ausdruck auf der linken Seite kann mit demselben Recht
wie der frithere gleich einer logarithmischen Derivierten gesetzt
werden. Auf der rechten Seite zeigt sich jetzt, dafs der Ausdruck
verschwindet, wenn mit moglichster Anndherung

p=(n+ 1w
wird. Wir miissen daher jetzt allgemein
p=(n+ 1w+ x,
setzen, dann erhalten wir genau wie vorher wieder

dlnpo(z2) @

dxs nw(l —w)

und daraus

2
)

900(332) = (Ce 2nw(l-w)

Die genaueste Darstellung wird zwischen den beiden gefun-
denen Naherungswerten liegen, d. h. sich auf ein Argument x
beziehen, fiir das

Ty > T > T
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ist. Da nun aber

v = (p—nw) + (1 - w),
To = (p—nw) —w

ist, liegt es nahe,
T =p—nw

anzunehmen. Das kommt darauf hinaus, das Maximum an die

Stelle
p

w==
n
zu legen. Wir finden dann schlieflich das Resultat

22

1 pola) = Cee” T,

Hiermit wére die gesuchte Naherungsfunktion, die Gaufs-
sche Funktion, gefunden. Es ist aber zu beachten, dafs das Ar-
gument z eine sehr grofse Zahl bedeuten kann. Wenn wir statt
x das Verhéltnis £ = L einfithren, erhalten wir statt yo(z) die
Funktion " e

Ce 2w(l-w)

Da ¢g(z) die relative Haufigkeit einer Anzahl der gezogenen wei-
fsen Kugeln, die mit = in den Stellen vor dem Komma iiberein-
stimmt, war, so ist der vorstehende Ausdruck die relative Haufig-

keit eines Wertes ¢ innerhalb der Genauigkeitsgrenze —. Setzen
n

wir

Cn=c
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und
1
- = d€7
n
so konnen wir dafiir schreiben:
n§2
(2) @1(§) d€ = ce 2w(-w) d¢.

Man sieht, da ¢;(€) d€, wenn wir noch

i n

3 t = g -
3) 2nw(1l — w) 2w(1 — w) :
setzen,

2w(l — 2
=cC ue_t dt
n
wird.

Um nun noch die Konstante ¢ zu bestimmen, kann man
einen zweifachen Weg einschlagen. Einmal nédmlich kann man
davon ausgehen, daft der Maximalwert der Funktion ¢q(x), der
fir x = 0 eintritt, mit dem Maximalwert von ¢, fir p = nw
iibereinstimmen soll. Man hat hierbei wieder einen Néherungs-
ausdruck, der fiir sehr grofe n und p gilt, zu verwenden. Zu
dem Zweck geht man aus von der sogenannten Stirlingschen

Formel )
n! = V2rn"t2 e ",

die fiir einen sehr grofsen Wert von n gilt. Ebenso wird natiirlich
auch

1 1
pl=V2rpP 2e ™ (n—p)l=V2r(n—p)"PT2e P
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und es ergibt sich fiir p = nw:

1 nnwnw(l _ w)n(l—w)
Prw = ) nw n(l—w)
2rnw(l —w)  [nw]™ [n(1 — w)]
1

omnw(l —w)

Dieses muifs aber mit der Konstanten C' identisch sein, und wir
haben sonach
1 n

C = , also c¢=
2mnw(l — w)

n —3 ?152 )
#1(8) = \ 27w (1 — w) - '

Andererseits konnen wir aber auch davon ausgehen, dafs die
Summe aller moglichen relativen Haufigkeiten oder Wahrschein-
lichkeiten gleich 1 werden muf, und diese Bedingung auch fiir
die Naherungsfunktion als streng erfiillt annehmen. Es wird nun

©1(8) d§

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs der Wert von & zwischen £ und
&+ d¢ liegt, und damit ergibt sich fiir die Summe aller moglichen
Wahrscheinlichkeiten das Integral

/_:o ©1(§) d€ = cy/ M/_:O e~ dt.

und
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Um dieses letzte Integral zu berechnen, gehen wir den von
Poisson angegebenen Weg, dafs wir es mit einer anderen Be-
zeichnung der Veranderlichen noch einmal bilden und die beiden
so entstehenden Integrale

+oc0 ) +oc0 9
]:/ e " dt, ]:/ e % ds

miteinander multiplizieren. Es ergibt sich so das Doppelintegral

400 400 -
I’ = / / e~ ds dt,

und um dieses auszuwerten, setzen wir
s=rcosp, t=rsiny.

Dadurch geht, weil das Flachenelement dann r dr do wird, das
Doppelintegral iiber in

00 2
I? = / / e rdr do.
o Jo

In diesem neuen Doppelintegral lassen sich die beiden Integra-
tionen getrennt ausfithren. Es wird

2 e’} ) 1
/ do = 2, / e "rdr = -,
0 0 2

und damit ergibt sich schliefslich

I’=n, also I=+/.



Néherungsformeln. 151

Hieraus aber folgt:

1= [T = o2 o)

also

n

4) ‘= 21w(1l — w)’

d. h. genau dasselbe Resultat, das frither auf anderem Wege ge-
funden wurde. .
Die Verédnderliche ¢ kann, da das Verhéltnis — verhéltnis-

maékig klein bleibt, nur sehr kleine Werte haben. InT(lier Tat zeigt
der Ausdruck von ¢(£), dak n&? einen miRigen Wert haben
muf, damit der Funktionsausdruck ¢(§) einen berechenbaren
Wert erhélt. Fiihren wir statt £ die andere Relativzahl

F:\/ﬁ'f:%

ein, so erhalten wir jetzt ein Argument, das méfige Werte an-
nimmt, und damit den Wert

1 I S
5 d — e 2w(1—w) d
(5) ©(x) dr T r

fiir die Wahrscheinlichkeit, daf ¢ zwischen ¢ und p + dr liegt,
d. h. das ermittelte Ziehungsverhéltnis zwischen

d
und B+ F;ﬁﬁ.

p
n

3
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Man sieht daraus unmittelbar, dak die Genauigkeit der Bestim-
mung des Mischungsverhéltnisses aus dem Ziehungsverhéltnis
proportional mit der Quadratwurzel aus der Anzahl der gemach-
ten Ziehungen wéachst.

Der Verlauf der gefundenen Funktion ergibt sich aus folgen-
der Tabelle, wobei ¢ durch (3) bestimmt ist:

+t % e~ | 4t % et | £t % et
0,0 0,5642 | 1,0| 0,2076 | 2,0 | 0,0104
0,1] 0,5586 | 1,1| 0,1683 | 2,1 | 0,0069
0,2 0,5421 | 1,2 0,1337 | 2,2 | 0,0045
0,3 0,5157 | 1,3 | 0,1041 | 2,3 | 0,0029
0,41 0,4808 | 1,4| 0,0795 | 2,4 | 0,0018
0,5 0,4394 | 1,5| 0,0595 | 2,5 | 0,0011
0,6 | 0,3937 | 1,6 | 0,0436 | 2,6 | 0,0007
0,7 0,3457 | 1,7| 0,0314 | 2,7 | 0,0004
0,81 0,2975 | 1,8 0,0222 | 2,8 | 0,0002
0,91 0,2510 | 1,9 0,0153 | 2,9 | 0,0001

Der zweite Fall, in dem sich ein einfacher Naherungsaus-
druck fiir ¢, ergibt, ist der, wo wieder n sehr grof, w aber sehr
klein und p nicht grof ist, so dafs die Fakultét p! direkt berechnet
werden kann.

Wir berechnen wieder n! nach der Stirlingschen Formel

1
n!l=vV2rn"t2e™m

und ebenso konnen wir setzen

1
(n—p)=V2r(n—p)" Ptz e mtr,
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Es ergibt sich dann:

_ p
Pp = =) e Pw’(l—w)"".

n

Nun kann aber fiir sehr grofses n

1

n+5

(-2
n

gesetzt werden und ebenso ergibt sich auch:
(1 —w)" P = e (n—p)w,

Mithin wird
gp et —(n — p)pwp e_(n_p)w
p p| ’

also schlieflich, wenn noch
(n—p)-w=m (oder angendhert n-w = m)

gesetzt wird,
mPe™™
(7027 = p|

Dies ist die gesuchte Ndherungsformel, zu der noch gehort, daf
fir p = 0 ¢, = €™ zu nehmen ist. Es zeigt sich, dal, damit
berechenbare Werte herauskommen, die Anzahl n der gemach-
ten Ziehungen so grofs sein muf, dak das Produkt n - w einen
angebbaren Wert erhalt.
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Um einen Begriff von dem Verlauf dieser Funktion zu geben,
haben wir die folgende kleine Tabelle fiir einzelne Werte von m

angefiigt:
m
PIo1 705 [ 1,0 ] 20 | 30 | 40 |
0 [ 0,9048 | 0,6065 | 0,3679 | 0, 1353 | 0,0498 | 0,0183
1 | 0,0905 | 0,3033 | 0,3679 | 0,2707 | 0,1494 | 0,0733
2 10,0045 | 0,0758 | 0,1839 | 0,2707 | 0,2240 | 0, 1465
3 10,0002 | 0,0126 | 0,0613 | 0, 1804 | 0,2240 | 0, 1954
4| — 10,0016 |0,0153 | 0,0902 | 0,1680 | 0,1954
51 — 10,0002|0,0031|0,0361 | 0,1008 | 0, 1563
6| — — 10,0005 | 0,0120 | 0,0504 | 0, 1042
7| — — 10,0001 | 0,0034 | 0,0216 | 0,0595
8| — — — 10,0009 | 0,0081 | 0,0298
9| — — — 10,0002 | 0,0027 | 0,0132
0] — — — — 10,0007 | 0,0053
mn| — - — — 10,0001 | 0,0019
2] — — - — — 10,0006
13 — — — — — 10,0002
u| — — — — — ] 0,0001

Es bleibt noch der Fall zu erledigen, wo nicht aus einer Ur-
ne, sondern bei jeder Ziehung wieder aus einer anderen Urne
gezogen wird, wobei die Mischungsverhéltnisse der weiken und
schwarzen Kugeln in den Urnen, aus denen gezogen wird, der
Reihe nach beliebig gegeben sind. Wir kénnen auch hier die An-
zahl der Ziehungen aufserordentlich groff annehmen und dann
nach einem Naherungsausdruck suchen, der die herauskommen-
de Verteilung darstellt.
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Wir hatten oben das Mischungsverhéltnis der weifsen und
schwarzen Kugeln in der 7 ten Urne mit w;/w} bezeichnet, wobei
w; +w, = 1 war. Es wird hinreichen, wenn wir den Fall ins Auge
fassen, wo sowohl w; als auch w] héchstens in vereinzelten Fillen
einen sehr kleinen Wert hat. Dann fiihrt folgende Betrachtung
zum Ziel.

Fiir die relative Haufigkeit des p maligen Ziehens einer wei-
fen Kugel in n = p + ¢ Féllen hatten wir oben (S. 101) den
Koeffizienten von £Pn? in der Entwickelung des Produktes

[1(wi€ + win)

)

gefunden. Wir kénnen nun, indem wir £ = €, n = e~ anneh-
men, fiir diesen Koeffizienten den Integralausdruck setzen:

4+
o= [ Tt wtmpe i

Dieses Integral ergibt sich ndmlich, wenn wir das Produkt aus-
fithren, aus einer Reihe von Integralen der Form

+a
(GRS @
Hierin wird
wt+v=p+qg=n.
Es findet sich also fiir das vorstehende Integral der Wert
+a
Uy / e2(n=p)i¢ d¢,

«
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oder ausgerechnet, wenn p — p # 0,

Dy : [62(/171))1'01 _ 672(ufp)ia}
2(p — p)i

oder

Werden nun fiir die Integrationsgrenzen —a und +a die Werte
T ™ 7 . .
—— und +—, also a = 5 genommen, so verschwindet dieser
Ausdruck, solange p # p. Nur wenn p = p, ergibt sich der Wert
Y, -, womit die Behauptung bewiesen ist.
Um jetzt das eingefiihrte Integral umzuformen, setzen wir
wié +win = o€,

dann wird, da € und 7 von der Form & = €%, n = e~ sein sollen,
weiter
win + wig = gie” .
Durch Multiplikation der beiden vorstehenden Ausdriicke erhal-
ten wir
(w7 + w?)en + wiwi(&® +0°) = of

oder, da w; +w; = 1,
&n + wawi(§ —n)* = of.
Fiihren wir hierin ein die aus & = €%, n = e~ folgenden Werte
En=1, &§—n=2sing,

so erhalten wir
! 20 2
1 — 4w;w; sin” ¢ = o5
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Wenn nun das Produkt sehr viele Faktoren enthélt (deren
absolute Werte alle kleiner als 1 sind) und trotzdem sein abso-
luter Wert nicht sehr klein werden soll, so miissen in dem Aus-
druck [] e; fiir den absoluten Wert des Produktes die Werte p;
von 1 sehr wenig verschieden sein. Das bedingt aber, dafs in dem
Ausdruck

\/1 — 4ww! sin® ¢ = g;
sin ¢ und damit ¢ selbst sehr klein werden mufs, so dafs wir sin ¢
durch ¢ ersetzen kénnen. Auf diese Weise erhalten wir

V 1 - 4'UJZ’LU;<2 = 0,

oder, da ( sehr klein ist, mit gentigender Annéherung

9w (2
e 2wiwiC* 0i.

Ferner finden wir

w;§ +win o2i0:
w;n + wig

9

und daraus
(w; — w}) tang ¢ = tang 6;.
Wird nun ¢ sehr klein, so lafst sich statt dieser Gleichung schrei-
ben:
(w; —w))C = 6;.
So ergibt sich schlieflich fiir den zu bestimmenden Integral-
ausdruck der Wert

+E
l/ 2 e—QZwiw§C2 e[Z(wi_w;)_(P—(I)} i¢ d¢.

T s
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Wir wollen nun einfithren

(©) 2Zwi(1—wi):22wiw;:k2

n n
und auflerdem die Mittelwerte

Zwi Zw;_ /

:’LU7 = W (w+w,:1),

n n
indem wir weiter setzen

wzg—i—T, w:g—T,
n n

dann nimmt der Integralausdruck die Form an:

1 [T
_/ e—nk2g2+2m’r§ dC-

n [

158

Hierbei haben wir fiir die Grenzen sogleich —oo und 400 ge-
nommen, weil iiberhaupt nur kleine Werte des Argumentes ¢ in
Betracht kommen, indem fiir grofere Werte der absolute Wert
des Integranden sehr klein wird. Ferner wollen wir bertiicksichti-

1
gen, dafs die Stufen, in denen 7 zunimmt, durch — gegeben sind,
n

und da nach Voraussetzung n sehr grofs ist, kénnen wir — = dr

setzen und den Wert des Integralausdruckes
= O(7)dr.

So erhalten wir:

n
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und daraus

O(1) = \/\/Wﬁk e_nk_f.

Wenn wir also noch

(7)

(8) O(7)dr =

fiir die relative Héaufigkeit der Abweichung 7 des beobachteten
Verhéltnisses von dem Wert w wie friither. Der Wert w ist einfach
das Mittel

aus den einzelnen Werten w;, und fiir hg ergibt sich die Gleichung
S o e A2
2h2

n n

Dieser Ausdruck ist also auch das Mittel aus den entsprechenden
fiir die einzelnen relativen Héaufigkeiten w; gebildeten Werten

n

Das letzte Resultat 1aft sich auch so deuten, daf die durch

die Beziehung
too hod
T / e~htr? ;20007

o0 VT
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bestimmte mittlere Ausweichung fiir den Wert 7 oder B, da
n

/+oo e_h%Tg 7_2 ho dr _ Lz
e N

ist, den Wert erhélt:

(10) MZMW'

Die Formeln (9) und (10) stimmen genau mit denen {iber-
ein, die wir im vorigen Kapitel bereits von dem urspriinglichen
Ausdruck fiir die relative Haufigkeit ausgehend gefunden haben.
Wir haben jetzt aber noch weiter gefunden, daft die Verteilung,
die sich fiir das Ziehungsverhéltnis bei einer sehr grofen Anzahl
von Ziehungen ergibt, wenn das Mischungsverhéltnis (d. h. die
zugrunde liegende mathematische Wahrscheinlichkeit) nicht un-
veranderlich ist, sondern beliebig wechselt, aber natiirlich bei je-
der Ziehungsserie in der gleichen Weise, keine andere ist wie bei
dem gleichbleibenden Mischungsverhéltnis, namlich die durch
die Gaufsche Funktion gegebene.

Dagegen besteht nicht mehr die frithere Beziehung zwischen
w und g

w(l—w)‘

() p=

Statt dieser Gleichung 14t sich aber leicht eine Ungleichheit
ableiten. Wir haben

>Yowi =Y (w; — w)? + mw?,
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also

S w? > nw?

Hieraus und aus > w; = nw folgt aber
S wi(1 —w;) < nw — nw?,
mithin
Swi(l—w;)  w(l—w)
5 <
n n
und mit Riicksicht auf (2)

w(l—w)‘

(8) p<

Die Verwendung der gefundenen Naherungsformeln geht
nun so vor sich, dafs man, wenn eine Verteilungsreihe vorliegt,
von der man vermutet, daft sie einer der Formeln angenéhert ent-
sprechen wird, diese Verteilungsreihe mit den nach der Formel
errechneten Werten zu vergleichen sucht. Bei einer Verteilungs-
reihe, die der Gaufsschen Verteilungsfunktion entspricht, mufs
die Verteilung eine symmetrische sein, d. h. bei gleichen Ab-
standen von dem Normalwert miissen sich auch naherungsweise
gleiche Haufigkeitszahlen ergeben. Bei einer Verteilungsreihe,

p,o—m
die dem Ausdruck m 6'

wesentliche Asymmetrie, und zwar ist der Normalwert nach
dem Anfang der Reihe zu verschoben, so dafs sich erst eine
verhéltnisméfig rasche Zunahme und nachher eine langsamere
Abnahme ergibt.

Die Formeln enthalten bestimmte Konstanten, und zwar ist,
wenn wir sie so auffassen, dafs sie die jeweiligen Bruchteile der

entspricht, ergibt sich dagegen eine
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beobachteten Gesamtfille liefern, also die Summe aller durch
sie dargestellten relativen Haufigkeiten gleich 1 wird, in jeder
Formel nur eine Konstante enthalten.

Im Falle der Formel (5) schreiben wir (fir z =z : y/n):

_ h —h%r
wobei h = 1: \/2w(1 — w). Im Falle der Formel (8) ist r = 7/n
und h = hy : vn=1:k=+n: 2> wi(l—w) zu setzen;
r und A sind dann berechenbare Werte.

Ist nun eine dieser Verteilungsfunktion folgende Vertei-
lungsreihe vorgelegt, so besteht eine erste Methode, um zu der
Bestimmung der Konstanten A in der Formel zu gelangen, darin,
dafs man die Integrale

/0 oow(zc)xdx und /_ : e(r)rdr

[e.e]

betrachtet, die einander entgegengesetzt gleich werden und von
denen wir das erste mit S bezeichnen wollen. Es ergibt sich so-
fort:

1 00_22 1 12,270 1
S=— MERrd(hy) = —=[e"Y] = —
ﬁh/o e hed(h) Zﬁh[e e 2/mh’
und daraus

(a) = VTS,

Die zweite Bestimmung von h beruht auf der Auswertung
des Integrals

—+o00
J=/ o(x)r® dr.
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Fiir dieses Integral ergibt sich der Wert:
L [T e | R 1
= —— MERN2d(hy) = —— At = —
1= [ e = [ e 2

weil durch partielle Integration

1o 1 /m gy = 2 /m —42 gt
= — (& = — e
VT ) VT )

gefunden wird. Also folgt

1 J
b 2L
(b) 2h 2

Die Vergleichung dieser beiden Bestimmungen zeigt, dafs
() V=V2r-5

sein muf, und dies ist eine Beziehung, der jede Reihe mit einer
solchen typischen Verteilung geniigen muf.

Eine dritte Bestimmung léft sich schlieflich aus der Ein-
fiihrung des Wertes « ableiten, fiir den

/+a edt 1
e’ —= ==
a N,

wird. Dieser Wert 1afst sich ein fir allemal bestimmen. Man fin-
det
a = 0,4769.

Fiihrt man nun auch den Wert p ein, fiir den

te te 2.2 hd; 1
@(x)dxz/ e —= =
/—Q -0 ﬁ 2
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wird, so ergibt sich sofort, daf

a=hp
sein muf. Man findet also
4
(d) - 0,4769
Y
und daraus auch
0
— =5
(¢) 0,9538+/7

Dies ist eine zweite Beziehung, der eine typische Verteilungsreihe
geniigen muf. Was die Bestimmung von o betrifft, so hat man
nur von unten und von oben ein Viertel der beobachteten Fille
abzuzéhlen. Der Abstand der beiden so gefundenen Stellen ist
das Doppelte des Wertes o.

Wir wollen nun die analogen Bestimmungen auch fiir die
zweite Naherungsformel

mPe ™

durchzufiihren suchen. Zunéchst wollen wir bestétigen, dafs auch

hier sich
Z wp =1

ergibt. Dies ist in der Tat der Fall, denn es wird
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Bilden wir nun auch ) py,, so finden wir sofort
m  m? .
chpp:m{quﬁ—k?—i—...}e :

also

(1) > ppp =m.

Hieraus ergibt sich eine erste Bestimmung fiir die Konstante m.
Weiter wird aber

m  m? .
Zp(p—1)¢p=m2{1+?+7+...}e ,

also

> p(p —1)p, =m”.
Daraus folgt

> phpp =m(m+1)

und

Sp—m)p, =Y pPo, —m*Y @, =m(m+ 1) —m* =m.

Die so sich ergebende Formel

(11) S(p—m)*p, =m

liefert mit (I) zusammen eine Beziehung, der die dieser Vertei-
lungsformel folgenden Verteilungsreihen geniigen miissen.

Bis jetzt haben wir iiberall vorausgesetzt, dafs die gezogene
Kugel immer wieder sofort in die Urne zuriickgelegt wird. Die-
se Voraussetzung entspricht aber nicht der Art, wie man sich
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etwa von der Mischung zweier Getreidesorten in einem grofie-
ren Behélter iiberzeugen wiirde. Man wiirde dann einfach ein
kleineres Mak voll Getreide herausschopfen und durch Abzéh-
len die Mischung der Getreidesorten in diesem Mafe feststellen,
um das gefundene Mischungsverhéltnis sofort auf die ganze Ge-
treidemenge zu iibertragen. Die Berechtigung dieses allgemein
angewendeten Verfahrens mufs sich nun auch mathematisch be-
griinden lassen, indem wir von denselben grundlegenden Voraus-
setzungen ausgehen wie bei dem gewohnlichen Urnenschema.

Wir setzen also voraus, in einer Urne seien u weifte und v
schwarze Kugeln enthalten, im ganzen m = u + v Kugeln. Wir
greifen nun von den m Kugeln n heraus und fragen nach der rela-
tiven Haufigkeit der Falle, wo unter diesen n Kugeln p weifte und
q schwarze sind. Wenn aber mit einem Griff n Kugeln gezogen
werden, so ist dies fiir den Erfolg dasselbe, als wenn die Kugeln
einzeln gezogen, aber nicht wieder zuriickgelegt werden. Sind
nun unter den gezogenen n Kugeln p weifse und ¢ schwarze, so
kann dieser Erfolg auf verschiedene Arten zustande gekommen
sein, je nachdem in welcher Reihenfolge die weifen und schwar-
zen Kugeln erschienen sind. Solcher verschiedener Reihenfolgen
der Farben gibt es im ganzen

n!
plg!
Fiir die verschiedenen Arten, auf die der Erfolg zustande kom-
men kann, ergibt sich aber dieselbe relative Haufigkeit w, fiir
den Erfolg selbst also die relative Haufigkeit

n!

plq!
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Um w zu finden, zerlegen wir den gesamten Ziehungspro-
zels, der die Kugeln in einer bestimmten Reihenfolge liefert, in
die einzelnen Ziehungen, aus denen er besteht, und nehmen der
Einfachheit wegen die Reihenfolge, wo erst alle weifsen und dann
alle schwarzen Kugeln erscheinen. Fiir die Ziehung der ersten
weifsen Kugel finden wir die relative Haufigkeit

u

)

m
fiir die Ziehung der zweiten Kugel die relative Haufigkeit

u—1

m—1

So geht es fort. Fiir die Ziehung der letzten weiffen Kugel wird
die relative Haufigkeit

u—p+1
m-—p+1’

fiir die Ziehung der ersten schwarzen Kugel

v
m—p’
usw., fiir die letzte Kugel
v—q+1
m—-p—q+1

Die relative Haufigkeit des Gesamtereignisses entsteht
durch Multiplikation aller der vorstehenden Werte, also wird
u-(u—1)...(u—p+1)-v-(v=1)...(v—g+1)
m-(m—1)...(m—n+1)
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oder
_ul! (m —n)!

w = )
m!  (u—p)l(v—gq)
und damit finden wir fiir die gesuchte relative Haufigkeit den
Wert

_onl o ulv! (m —n)!
Coplgh oml (w—p)! (v —q)V

Nehmen wir nun an, m sei sehr grofs, ebenso auch u und v,

Up

derart, daf l und z von 0 und 1 erheblich verschieden sind,
m m

dagegen sei n eine mékige Zahl, so wird man in dem urspriingli-

chen Ausdruck fir wu—1,..., u—p+1durchu,v—1,...,v—q+1

durch v, m — 1,...,m —n + 1 durch m ersetzen kénnen, und

erhdlt dann statt ¢, den fritheren Ausdruck

n! uPv?
,QZ}ZJ = ' | n
plg! m
u v
der ja fir — =w, — =1 — w in die Form
m m
n!
_ P(1 — )P

iibergeht. Man sieht also, dafs sich in diesem Fall dieselbe Ver-
teilung ergibt, wie wenn die Kugeln einzeln gezogen und nach
der Ziehung immer wieder zuriickgelegt wiirden.

Es handelt sich nun darum, auch die Félle zu untersuchen,
wo nicht blof m, sondern auch n einen grofsen Wert hat.

Um dann einen Uberblick iiber die so entstehende Vertei-
lungsreihe zu erhalten (deren Summe wieder gleich 1 ist), bilden
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wir zunédchst den Quotienten

Vp+1 g u—p

Hieraus leiten wir ab:

Ypri =%y _ (n+D(u+1)— (p+1)(m+2)
Uy (p+Dw—n+p+1)

Dieser Ausdruck 1a#t sich einfacher schreiben, wenn wir die neu-
en Zahlenwerte einfithren

p=p+1l,n=n+1,v=u+1,vV=v+1 m=m+2

so dals

Er wird dann
prrl . wp B nu — p/m/
N S}
Man sieht sofort, dafs dieser Ausdruck verschwindet, dafs

sich also ein Maximum der relativen Haufigkeit ergibt, wenn
man

u/

p/:n/__/
m

macht. Dies entspricht der von vornherein annehmbaren Vermu-
tung, dak der wahrscheinlichste Wert fiir das Mischungsverhalt-
nis der schwarzen und weiffen Kugeln innerhalb der herausge-
nommenen Stichprobe durch das Mischungsverhéltnis der samt-
lichen Kugeln in der Urne gegeben wird.
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Genau wie frither wird die relative Haufigkeit eines genauen
Zusammentreffens beider Verhéltnisse an sich sehr gering, dage-
gen die relative Haufigkeit eines angendherten Zusammentreffens
sehr grofs. Wir setzen dementsprechend wieder

!/

/ ) U
p:n—/+x
m

und finden dann

¢p+1 vy B m'x
- / /
wp {n/i/ +:E} . {(m’ _ n/)v_, + :C}
m m
oder
¢p+1 — wp _ §
Up {wx +&}- {1 —w)(1 - x) +&}
wenn wir einfiihren
u v n' m —n
P e e A

Wir haben nun, auch vorausgesetzt, dafs w nicht nahezu
gleich 0 oder gleich 1 ist, zwei Félle zu unterscheiden. Wenn y
nahe an 0 liegt, d. h. n wohl an sich grofs, aber gegen m klein
ist, konnen wir auf der rechten Seite der Gleichung in dem einen
Faktor des Nenners den Wert &, den wir als relativ klein voraus-
setzen, gegen das erste Glied vernachlassigen, im anderen Faktor
aber nicht. Wenn wir also

%:dg, Up = (), Yy — Uy = dib(¢)
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setzen, ferner

oo~y _ 1 dIng(§)

Uy m'd§
so ergibt sich, falls wir y sehr klein annehmen,
dng(E) m'
d¢ (1 —w)(1 = x)(wx +¢)
oder
dlny(§) m’ N m’ 1
C C-w-— G-wi-x |, &
wx
und daraus durch Integration
m'é m'wy ( 3 )
Iny(¢) =Inc— + In{1+——).
L= I ) [ Ry Rl QT

Fihren wir hierin noch ein

m/

(1 —w)(1=X)

so konnen wir dafiir schreiben

:77 wXZE?

InyY(§) =Inc—~+~eln <1 — g) .

Sollte dieser Ausdruck nun direkt berechenbar sein, so miifs-
te zundchst v£ berechenbar sein, also auch z. Damit wiirden wir
aber zu dem Fall zuriickkommen, wo nur eine méfige Anzahl
von Werten p in Frage kommt, wihrend die vorliegende Ablei-
tung sich auf den Fall bezieht, wo die Anzahl der in Betracht zu
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ziehenden Werte p sehr grof ist und nur fiir diesen Fall Giiltig-
keit hat. Wir miissen also v¢ als groft voraussetzen und damit e
als sehr groft auch gegen v¢. Entwickeln wir namlich den letzten
Logarithmus in eine Reihe, so erhalten wir

lnw(f):lnc——g—i———....

Dieser Wert wiirde mit v¢ sehr groff werden, wenn e nicht sehr
groft auch gegen v¢ wére. Nun wird aber schon das Verhéltnis
des dritten zum zweiten Gliede dem absoluten Werte nach

_ 2%
3 e’
Dies ist ein sehr kleiner Wert. Wir konnen uns also auf die zwei
ersten Glieder beschranken und finden

2
Iny(&) =Inc— e
2¢e
woraus folgt
52
B(E) = e 20
oder
(C) () = ce
fiir
g m’
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Es ist aber hy eine sehr grofte, £ eine sehr kleine Zahl. Zu
berechenbaren Werten gelangen wir, wenn wir

_mE_ w v,
Ve Ve T

einfithren. Dann wird die Verteilungsfunktion

h 7h2x2
¢<F) - \/’7_1' € )
1
genau wie friither, und angenshert h? = —————. Dies war
2w(l —w

zu erwarten, denn wir sahen schon, dafs, wenn die Anzahl der
herausgegriffenen Kugeln klein ist im Verhéltnis zu der Anzahl
der in der Urne enthaltenen Kugeln, der Fall genau so liegt, als
ob die Kugeln einzeln gezogen und nach der Ziehung jedesmal
zurlickgelegt wiirden.

In dem anderen Falle, wo weder w noch y nahe an 0 oder 1
liegen, konnen wir in den beiden Faktoren des Nenners £ gegen
das erste Glied vernachlissigen und erhalten dann sofort

dIn () m'§

d¢ S w(l—w)E(1—¢)

und daraus durch Integration
P() = e,

d. h. dieselbe durch die Gaufsche Funktion gegebene typische
Verteilung wie vorhin und wie in dem Falle, wo die Kugeln ein-
zeln gezogen und nach der Ziehung jedesmal zuriickgelegt wer-

n
den. Nur hat die frithere Grofse , | ———, in welcher wir m’

2w(1l — w)
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statt n geschrieben zu denken haben, sich jetzt verwandelt in

o= \/Qw(l —w)x(1—x)

Es tritt also noch ein Faktor hinzu, der am kleinsten ist, wenn
die herausgegriffenen Kugeln die Hélfte von den in der Urne
enthaltenen Kugeln betragen, und um so grofer wird, je mehr
sich die Anzahl der herausgegriffenen Kugeln von diesem Wert
entfernt. Damit die Funktionswerte in den Grenzen der Bere-
chenbarkeit liegen, muf hf, d. h. auch z : v/n’ einen berechen-
baren Wert haben und z n' daher einen sehr kleinen Wert. Das

Mischungsverhaltnis p_/ =w —1— — des herausgegriffenen Kugel-

haufens weicht also Vx?emg von dem Mischungsverhaltnis w der
Kugeln in der Urne ab.

Aus allen bisherigen Betrachtungen hat sich uns fiir den
Fall, da sich die Verteilungsreihe einer kontinuierlichen Ver-
teilungsfunktion nahert, immer eine bestimmte Funktion, die
G aufsche Funktion, ergeben. Diese Funktion ist ganz besonde-
rer Art, unter anderem ist sie wesentlich symmetrisch.

Es gibt aber eine Erweiterung des Urnenschemas, durch die
eine wesentlich unsymmetrische Verteilung entspringt und die
sich als von grofser Bedeutung erwiesen hat, weil sie den Weg
zeigt, wie man zu viel allgemeineren Verteilungsfunktionen ge-
langen kann.

Diese Verallgemeinerung des Urnenschemas besteht darin,
dafs wir uns nicht blof eine, sondern eine ganze Anzahl von Ur-
nen denken, und zunédchst durch das Los bestimmen, aus welcher
Urne wir ziehen wollen. Fiir die Anzahl Male, die wir auf diese
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Weise die ite Urne treffen, ergibt sich hierbei eine bestimmte re-
lative Haufigkeit w; derart, daf, wenn wir die Summation iiber
alle Urnen ausdehnen,

dw;=1

wird.

Denken wir uns nun die Ziehungen an der sten Urne voll-
zogen, so moge u,;, die relative Haufigkeit der Félle bezeichnen,
wo das Verhéltnis der Anzahl der gezogenen weiffen Kugeln zu
der Anzahl der tiberhaupt gezogenen Kugeln gleich z ist. Wir
haben dann eine typische stationire Reihe vor uns und es gelten
die frither abgeleiteten Beziehungen

(1 —
Zuiz = 17 ZU’ZZZ = Uy, ZUZZ(Z — UZ‘)2 = u

n

Betrachten wir nun aber die Ziehungen so, daf wir alle Ur-
nen beriicksichtigen, dafs also von vornherein nicht entschieden
ist, aus welcher Urne wir ziehen, so miissen wir das zusammen-
gesetzte Ereignis ins Auge fassen, dessen erster Teil die Bestim-
mung der Urne ist, aus welcher gezogen werden soll, und dessen
zweiter Teil in den Ziehungen aus der Urne selbst besteht. Fiir
dieses zusammengesetzte Ereignis wird nun die relative Haufig-
keit

Wi Uiz
und daraus ergibt sich der Mittelwert
w = Z S wiu,z = szuz
7 z 7

Die mittlere Ausweichung haben wir durch den Ausdruck

zu bestimmen
=30 S wigs (2 — w)*.

%
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Diesen Ausdruck haben wir nun weiter auszurechnen. Zu dem
Zweck beachten wir zunéchst, dafs

(1=
S S w2 — ) = 3 w, = %)
i oz i n
wo > wu?

n n

wird. Wir finden dann weiter:

pr = wi |z = 2wz w4 w?
% z z

=Y S w2t — w?
1z
Nun wird, da >~ .22 = > wi. (2 — u;)? + u?,
4 z

Z S wiug2® = Z Z witi.(z — u;)? + Z wiu?
3 zZ 1 T

w Zwl w
=TT e =
— 1 -1
et E n Zwl( Z )2+ i wz,
n
also ergibt sich:
, w(l—w) n—1 P
o= - +— > wi(u; —w)*.

So gelangen wir zu dem Resultat, daf die mittlere Auswei-

chung
1-— —1
p= \/w( - ) +nn > wiu; — w)?
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wird, also in diesem Falle

w(l —w)

(7) o> "

ist.

Lafst man die Anzahl der jedesmal aus einer Urne gemach-
ten Ziehungen unbegrenzt zunehmen, so wird die relative Hau-
figkeit (oder Wahrscheinlichkeit) der Félle, wo das Mischungs-
verhéltnis der gezogenen Kugeln zwischen z und z + dz liegt,
wenn feststeht, dals aus der iten Urne gezogen wird,

_ —h?(z—ui)Q hl dz f h _ n
‘ Yz VTR G Yy
und damit wird die Wahrscheinlichkeit, dafs iiberhaupt das Zie-
hungsverhéltnis zwischen z und z + dz liegt,

(D) O(2)dz = (=ui)* (.

Z
\/_
Daraus folgt sofort
+o00
/ O(z)dz =1,
ferner

+o0o
/ 2®(2)dz = > wiu; = w.

—00

Endlich wird

[ =

o0
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entsprechend dem oben gefundenen Wert fiir p?.
Wir sind so zu einer Verteilungsfunktion

o(z) = Z e MET (Twy = 1)

\/_

gelangt, die eine sofort einleuchtende Verallgemeinerung der ein-
fachen Gaufschen Funktion bildet. Es ist allerdings keine ganz
leichte Aufgabe, eine vorliegende empirische Verteilungsfunktion
auf diese Form zu bringen.

Was die Losung dieser Aufgabe anbetrifft, so erinnert sie auf
den ersten Anblick stark an die viel einfachere Aufgabe der Ent-
wickelung einer gegebenen periodischen Funktion in eine Fou-
riersche Reihe, aber bei ndherem Zusehen bemerkt man doch
bald die tiefgreifende Verschiedenheit beider Entwickelungen.
Zwar kann man in beiden Féllen sagen, dafs die wirklich vor-
handene Funktion aus gewissen Teilfunktionen, im einen Falle
die wirkliche Schwingung aus Sinusschwingungen, im anderen
Falle die wirkliche Dispersion aus typischen (der G aufschen
Verteilungsfunktion folgenden) Dispersionen zusammengesetzt
wird. Aber wihrend im Falle der Fourierschen Reihe die na-
here Bestimmung der Teilschwingungen durch einfache Teilung
der ganzen Periode in gleiche Teile gewonnen wird, sind im Fal-
le der Entwickelung einer Verteilungsfunktion nach G aufsschen
Funktionen in jeder von diesen zwei zu bestimmende Konstan-
ten, h; und u;, enthalten. Will man diese Konstanten nicht von
vornherein, sondern so bestimmen, daft eine moglichste Anné-
herung an die wirkliche Verteilung bei einer moglichst geringen
Anzahl von Entwickelungsgliedern erreicht wird, so erhalt man
schon in dem Falle, wo die Entwickelung aus nur zwei Gliedern
besteht, eine ziemlich schwierige Rechnung. Es liegt daher na-
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he, die Reihenentwickelung einer vorgelegten Verteilungsfunkti-
on auf ganz anderem Wege zu versuchen. Der einfachste Weg
ware der, dafs man nicht von der Funktion selbst, sondern von
ihrer logarithmischen Derivierten ausgeht und diese in eine ge-
wohnliche Potenzreihe entwickelt. Fiir die Verteilungsfunktion
selbst ergibt sich dann ein Ausdruck

W(z) = paotarztazz®+agzi+..

Ein anderer, anscheinend besserer Weg ist der, dafs das Produkt
der gegebenen Verteilungsfunktion und einer Funktion ¢’ (=9
in eine Potenzreihe ag + a1z 4+ a22% + ... entwickelt wird. Fiir
die Verteilungsfunktion selbst ergibt sich dann ein Ausdruck

Y(z) = e (g + arz + a2 + ).

Man kann diese Entwickelung auch so fassen, daf man von
der Funktion ¢(z) = e 7(=9” die sukzessiven Derivierten
©1(2), pa(2), ... einfithrt und dann setzt

¥(z) = bop(z) + brp1(2) + baga(2) + . ...

Was diese Form der Entwickelung betrifft, so sei insbesondere
auf H. Bruns, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmafs-
lehre (Leipzig und Berlin 1906) verwiesen, wo die allgemeine Lo-
sung in einer allerdings nicht ganz leicht zu tibersehenden Weise
gegeben ist.
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Die statistische Theorie des Zufalls.

Es handelt sich nun darum, aus den Entwickelungen der
letzten Kapitel sozusagen die Nutzanwendung zu ziehen, indem
wir in dem ganzen Bereich der Wirklichkeit die Erscheinungen
suchen, die dem Schema der Zufallsspiele entsprechen. Dieses
Entsprechen kann sich zunéchst nur dadurch kundgeben, daf
die Verteilung der empirisch festgestellten Zahlenwerte dieselbe
ist, wie sie sich bei der Aufzeichnung der statistischen Ergebnisse
im Falle haufiger Wiederholung des Zufallsspiels, im besonderen
bei der Aufzeichnung der Ziehungsresultate, wenn das Zufallss-
piel in den Ziehungen aus einer Urne besteht, ergeben wiirde.
Wir wollen die Frage, inwieweit die #ufere Ubereinstimmung
der statistischen Ergebnisse auch auf eine innere Gleichartigkeit
der verglichenen Vorgénge schlieften 1aft, einstweilen beiseite las-
sen und vielmehr nur danach fragen, inwieweit die Ubereinstim-
mung der statistischen Ergebnisse erreicht werden kann und wie
man beurteilen soll, ob sie in hinreichender Weise vorhanden ist.
Dies ist nicht so ganz einfach zu entscheiden, weil man bei der
verhdltnisméfig geringen Anzahl von Beobachtungen, die man
meistens nur zur Verfiigung hat, nicht eine vollige Regelméfig-
keit erwarten darf, vielmehr miissen die so gefundenen Werte
mehr oder minder betréchtlich von den Zahlen abweichen, die
sich bei unendlicher Haufung der Beobachtungen herausstellen
wiirden.

Die statistischen Ergebnisse der Ziehungen aus der Urne
werden nicht wirklich aufgezeichnet, sie erscheinen ersetzt durch
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die Formeln, welche wir bereits abgeleitet haben, und welchen
die Bedeutung zukommt, daf sie den aus bestimmten theore-
tischen Erwédgungen gefolgerten Ersatz fiir eine die wirklichen
Ziehungsergebnisse bei einer sehr groften Zahl von Ziehungen
registrierende Tabelle liefern. Wir haben so bestimmte Formeln,
denen die aus der Gesamtheit alles Geschehens herauszugreifen-
den Vorgénge in ihren statistischen Ergebnissen zu entsprechen
haben, d. h. wenn wir diese Ergebnisse graphisch auftragen, mufs
die Formel eine Kurve liefern, die verhédltnisméfig nahe an den
die statistischen Ergebnisse darstellenden Punkten vorbeilduft.
Wir kénnen dies auch so ausdriicken, daf wir sagen: die Unter-
schiede zwischen den empirisch festgestellten und den aus der
Formel folgenden Werten miissen eine stationdre Reihe bilden,
die sich um den Mittelwert 0 gruppiert. Die sich so ergebende
stationdre Reihe laft sich aber meistens nicht mit gentigender Si-
cherheit beurteilen, teils weil ihre Gliederzahl zu gering ist, teils
weil die Genauigkeit der bestimmten Unterschiede verhaltnis-
méfig zu klein ist. So ist eine exakte Beurteilung der vorliegen-
den Verteilungsreihe auf diesem Wege meistens nicht moglich.
Deswegen ist es von Wichtigkeit, bestimmte zahlenméfige Fest-
stellungen zu haben, die wenigstens eine vorlaufige Beurteilung,
inwieweit die vorliegende Verteilungsreihe sich dem abgeleiteten
Schema anpafit, ermoglichen.

Diese zahlenméfigen Feststellungen ergeben sich aus dem
Gedanken, daf, wenn die gefundene Verteilungsreihe die Form
einer aus dem Urnenschema folgenden Verteilungsreihe hat, auch
fiir sie die Beziehungen gelten miissen, die wir bei dem Urnen-
schema fanden. Von solchen Bezichungen war die erste die Re-
lation, die wir bei dem ersten Urnenschema, den Ziehungen ei-
ner Kugel aus einer Urne, zwischen dem Mischungsverhéltnis
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und der mittleren Ausweichung der entstehenden Verteilungs-
reihe erhielten. Diese Relation hat Lexis!) benutzt, um einen
ersten Anhaltspunkt dafiir zu gewinnen, inwiefern die Dispersio-
nen, die sich bei statistischen Verhaltniszahlen ergeben, sich mit
der aus dem einfachen Urnenschema folgenden Verteilungsreihe
vergleichen lassen. Zur Aufstellung der Relation ist notwendig,
dak zuerst der Durchschnittswert y, der sdmtlichen beobachte-
ten r Verhéltniszahlen y; berechnet wird. Daraus wird der Wert
fiir die mittlere Ausweichung pu; in folgender Weise bestimmt
(indem yo an die Stelle von w tritt):

1) o = 2]

wenn n die Durchschnittsanzahl der Félle bezeichnet, auf die
sich die einzelnen Verhéltniswerte beziehen. Dieses Verfahren
bezeichnet Lexis als die statistische Methode. Ihr steht
die sogenannte physikalische Methode gegeniiber, bei
welcher die mittlere Ausweichung nach der Formel

> (Yi — vo)?
2 — = B
(2) H2 r—1
bestimmt wird, indem der Fehlertheorie entsprechend r — 1
statt r genommen wird, was an sich belanglos ist (vgl. S. 88).
Entspricht die Verteilungsreihe dem einfachen Urnenschema, so
miissen die beiden gefundenen Werte gleich sein. Lexis setzt
daher

M2

3 Q =
®) H1

1) Vgl. die grundlegende Schrift Zur Theorie der Massenerscheinungen
in der menschlichen Gesellschaft, Freiburg 1877.
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und spricht von einer normalen Dispersion, wenn wenigs-
tens angenahert
Q=1

ist. Wird dagegen () > 1, so spricht er von einer iibernorma-
len Dispersion und im Falle Q < 1 von einer unternor-
malen Dispersion. Der Wert () wird neuerdings als Diver-
genzkoeffizient bezeichnet. Zu beachten ist von vornherein,
dak seine Bildung nur dann einen Sinn hat, wenn p; und pue
nicht zu klein sind, weil sonst aus der geringsten Abweichung in
(1 oder py eine grofe Schwankung im Werte von () entstehen
wiirde. Insbesondere darf also yy weder nahe an 0 noch nahe an
1 liegen.

Um einen Begriff davon zu geben, wie sich die Werte des
Divergenzkoeffizienten () in der Wirklichkeit gestalten konnen,
wollen wir mit Lexis?!) das Beispiel des Verhéltnisses der
Sterblichkeiten fiir das ménnliche und weibliche
Geschlecht in den verschiedenen Lebensaltern
nehmen. Die Zahlen entstammen der belgischen Statistik fiir
die Jahre 1841 bis 1860. Die Kolumne unter z gibt an die An-
zahl der gestorbenen ménnlichen Individuen auf 1000 weibliche.

Aus dieser Tabelle geht hervor, dafs wihrend des ersten Le-
bensjahres die Dispersion als eine normale angesehen werden
kann, ja sogar wihrend der ersten fiinf Jahre, da der einzige zu
grofse Wert 1,53 in den Méngeln der Statistik begriindet sein
kann. Wéhrend der folgenden Jahre finden wir dagegen zum
Teil sehr weitgehende Abweichungen von dem Normalwert 1.

1) Conrads Jahrbiicher fiir Nationalokonomie und Statistik, Bd. 32
(1879), S. 60.
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Alter H z ‘ Q I Alter H z ‘ Q
Totgeboren 1348 1 0,99]15-20 Jahre | 770 | 2,1
0— 1 Monat | 1359 | 0,84120-25 7 1095 | 1,7
1- 2 Monate || 1323 | 1,15]25-30 7~ 905 | 1,5
2-3 7 1253 1 0,91]30-40 7~ 826 | 2,1
3-4 7 1224 | 1,14]40-45 7 943 12,3
4-5 7 1284 | 1,04]45-50 7 1143 | 3,4
5-6 7 1257 | 1,06 | 50-55 7 1124 | 4,3
6-9 7 1179 | 1,13]55-60 7~ 1055 | 4,3
9-12 7 1085 | 1,12160-65 7 962 | 3,5
1- 2 Jahre 1028 | 1,53|65-70 7 913 | 4,3
2-3 7 990 | 1,06 70-75 7 906 | 4,1
35 7 947 | 1,16 7580 7 903 | 2,1
5-10 7 878 | 1,66|80-85 ” 866 | 1,26
10-15 7 713 12,5 |8-90 7 800 | 1,29

In der Tat lift sich eine solche Ubereinstimmung, wie sie fiir
die normale Dispersion gefordert wird, nur aus einer vermuteten
Gemeinsamkeit gewisser allgemeiner Eigenschaften des vorlie-
genden Ereignisses mit den Vorgdngen bei den Ziehungen aus
einer Urne erkldren. Dafl eine solche Gemeinsamkeit aber nur
in sehr vereinzelten Fillen angenommen werden kann, liegt auf
der Hand, und so finden sich nur wenige Félle, in denen wirklich
angenghert () = 1 wird.

Wir haben aber nachgewiesen, dafs auch die Félle, wo @ # 1
wird, sich auf Grund eines abgeénderten Urnenschemas erkla-
ren lassen. Nahmen wir ndamlich an, dafs das Mischungsverhalt-
nis der schwarzen und weifsen Kugeln in der Urne nicht von
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vornherein feststeht, sondern wahrend der Ziehungen sich an-
dert (wir setzten voraus, es sei eine ganze Reihe von Urnen mit
allen moglichen Mischungsverhéltnissen vorhanden, und liefen
die einzelnen Ziehungen aus je einer durch das Los oder sonstwie
bestimmten Urne stattfinden), dann zeigte sich, daf die Vertei-
lung der Ziehungsergebnisse wohl noch, wenn die Reihenfolge
der gewéhlten Urnen von der einen zur anderen Ziehungsreihe
festgehalten wurde, der gleichen Verteilungsfunktion wie friiher,
namlich der Gaufschen Funktion folgte, aber die Beziehung
p2 = g1 zwischen den oben angegebenen Werten (1) und (2)
aufhorte zu bestehen und in die Ungleichheit

Mo < 1

iiberging, so daf sich () < 1, also eine unternormale Dispersion
ergibt. Nennen wir also das Mischungsverhéltnis der Kugeln in
der Urne jedesmal die dem Ereignis (d. h. der Ziehung) zugrunde
liegende Wahrscheinlichkeit, so wiirde sich das allgemeine Resul-
tat herausstellen:

Die unternormale Dispersion laft sich erkla-
ren durch eine dem Ereignis zugrunde liegende,
von Fall zu Fall wechselnde Wahrscheinlichkeit.

Andererseits hatten wir gefunden, dafs, wenn die Ziehungen
einer Reihe immer aus derselben Urne stattfinden, aber unter
den Urnen mit allen moglichen Mischungsverhéltnissen diejeni-
ge, aus welcher gezogen werden soll, erst durch das Los bestimmt
wird, dann sich eine Verteilung ergibt, bei der

Mo > i1,

die Dispersion also eine iibernormale ist.
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Die iibernormale Dispersion laft sich also
dadurch erkldren, dafs die dem Ereignis zugrunde
liegende Wahrscheinlichkeit wohl bei allen den
Féallen, die zur Bildung dieses Wertes der rela-
tiven Héaufigkeit benutzt wurden, dieselbe ist,
aber nicht dieselbe bei den verschiedenen Grup-
pen von Féllen, die zu der Bildung der einzelnen
relativen Haufigkeitswerte benutzt sind.

Damit ist in der Tat eine gewisse Erklarung fiir das Auftre-
ten und die Unterscheidung der drei verschiedenen Dispersions-
arten gefunden'!). Man darf aber die Bedeutung dieser Erkli-
rung nicht iiberschétzen. Vor allem ist schwer einzusehen, wie
sich in der Wirklichkeit eine von Fall zu Fall wechselnde, aber
bei jeder Gruppe von Féllen in der gleichen Weise wiederkehren-
de Wahrscheinlichkeit ergeben soll. Nicht viel natiirlicher ist die
Annahme, daf bei jeder Gruppe von Fillen eine andere, aber bei
den einzelnen Fallen einer Gruppe dieselbe Wahrscheinlichkeit
vorhanden sein soll, denn die Einteilung der Félle in Gruppen, an
denen man die relative Haufigkeit bestimmt, ist doch meist eine
an sich willkiirliche, und die Fille schliefsen sich 6rtlich und zeit-
lich kontinuierlich aneinander an. Man wird sich daher darauf
beschrénken miissen, zu sagen: ein Wechsel der Wahr-

1) Der Grundgedanke und ein Teil der analytischen Entwickelung bei
dieser Erklarung geht auf Poisson zuriick; die Deutung der iibernor-
malen Dispersion, die Lexis ausfiihrlich erértert hatte, hat insbesondere
v. Bortkewitsch (Das Gesetz der kleinen Zahlen, 1898, S. 29) noch
weiter ausgestaltet. Man vgl., was allgemein die Anwendung der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung auf Statistik betrifft, desselben Verfassers Kritische
Betrachtungen zur theoretischen Statistik, Conrads Jahrbiicher (3), Bd. 8,
S. 641; Bd. 10, S. 321; Bd. 11, S. 671 (1894-1896).
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scheinlichkeit innerhalb einer Gruppe von Féallen
verringert die Dispersion, ein Wechsel von einer
Gruppe zur anderen erhoht sie.

Es bleibt noch iibrig, kurz der anderen Deutungsart zu ge-
denken, wo die Kugeln aus der Urne nicht einzeln, sondern auf
einmal gezogen werden. In diesem Falle tritt in dem Ausdruck
fiir die mittlere Ausweichung unter der Wurzel zu w(l — w)/n
noch ein Faktor x(1 — x) hinzu, der immer < 1 ist, es ergibt sich
also

Mo < 1

und demnach wird
Q <1,

die Dispersion ist also unternormal. Diese Erklarung der un-
ternormalen Dispersion scheint an sich sehr einleuchtend. Aber
wieder erhebt sich der Einwand, daf es meistens durchaus nicht
der Wirklichkeit entspricht, wenn die Félle einer Gruppe als eine
natiirliche Gesamtheit angesehen werden, wie es doch geschieht,
wenn sie durch die mit einem Griff aus der Urne herausgehol-
ten Kugeln illustriert werden. Immerhin konnte man ja vermu-
ten, daf gerade da die unternormale Dispersion sich einstellt, wo
die Verhéltniszahlen sich in gewisser Weise auf solche natiirliche
Gruppen beziehen.

Das bekannteste Beispiel fiir eine vermutliche normale Di-
spersion bildet das Geschlechtsverhaltnis der Gebo-
renen. Auch dieses hat Lexis ausfiihrlich behandelt (Conrads
Jahrbiicher fiir Nationalokonomie und Statistik, Bd. 27 (1876),
S. 206; Abhandlungen zur Theorie der Bevolkerungs- und Mo-
ralstatistik, 1903, S. 130), indem er die Zahlen fiir die verschie-
denen preufiischen Regierungsbezirke in den einzelnen Monaten
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der Jahre 1868 und 1869 zugrunde legte. Wir wollen seine Re-
sultate nur fiir die grofsten Bezirke anfithren. Es ergibt sich:

Bezirk H n ‘ Q
Konigsberg. . . .. 3426 | 1,06
Potsdam ....... 3028 | 0,96
Frankfurt....... 3211 | 0,98
Posen.......... 3738 | 1,01
Breslau......... 4766 | 0,89
Oppeln......... 4855 | 0,92
Magdeburg. .. .. 3650 | 1,02
Diisseldorf. ... .. 4305 | 1,12

Die Zahlen n beziehen sich auf die Geburten wahrend eines
Monates. Die Werte von ) kommen hier der Einheit so nahe, wie
man es liberhaupt erwarten kann, so daft wir hier in der Tat mit
ziemlicher Sicherheit von einer normalen Dispersion sprechen
kénnen.

Trotzdem ware der Schluf {ibereilt, daft wir mit Gewifheit
annehmen konnen, in dem Geschlechtsverhéltnis der Geborenen
liege der Typus einer rein zufélligen Verteilung vor. Abgesehen
davon, dafs die blofte Bestimmung des Divergenzkoeffizienten ()
allein dafiir nicht ausreichend ist, beruht die Annéherung an den
Wert 1, die Lexis gefunden hat, wie es scheint, auf der giinsti-
gen Auswahl der Beobachtungsbezirke und der verhaltnisméafig
kurz genommenen Beobachtungsdauer. Jedenfalls gelangt man
zu anderen Ergebnissen, wenn man als Beobachtungsdauer statt
eines Monates je ein Jahr und als Beobachtungsbezirk das Ko-
nigreich Sachsen nimmt!). Es ergeben sich folgende Werte fiir

1) Vgl. E. Blaschke, Vorlesungen iiber mathematische Statistik, Leip-
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das Verhéltnis y der mannlichen Geburten zu der Gesamtzahl
der Geburten:

Jahr H Y I Jahr H Y I Jahr H Y I Jahr H Y
1891 | 0,51214 11896 | 0,51301 11901 || 0,511 771906 | 0,511 14
1892 || 0,51394 (1897 | 0,51283 11902 | 0,51243]1907 || 0,512 35
1893 || 0,5121311898 | 0,51185]11903 || 0,51019| 1908 | 0,511 04
1894 || 0,51036 | 1899 || 0,51290]1904 || 0,51286 ] 1909 || 0,513 21
1895 | 0,5121411900 | 0,51487 11905 || 0,51320§ 1910 || 0,51202

Fiir die Periode 1891 bis 1900 findet man hieraus den Wert
@ = 0,904, fiir die Periode 1901 bis 1910 den Wert Q = 0, 705.
Diese Ubereinstimmung ist weit weniger gut als die von Lexis
gefundene.

Daf die Verschiedenheiten der Verhéltniszahlen fiir die ein-
zelnen Jahre nicht auf blofen Zufélligkeiten beruhen, kann man
aus den Zahlen fiir das gesamte Deutsche Reich wahrend der
letzten Jahre ersehen. Es entfallen auf 100 Madchengeburten an
Knabengeburten:

1906 ........... 106,0 | 1910 ........... 105,9
1907 ...l 106,3 | 1911 ........... 106, 1
1908 ........... 106,11 1912 ........... 106, 5
1909 ........... 105,9

Dabei erscheint auffallend die Steigerung im letzten Jah-
re 1912. Sieht man nun zu, wie sie zustande gekommen ist, so
erkennt man merkwiirdigerweise, dafs sie wesentlich von den siid-
deutschen Staaten herriihrt. Die Zahl hat sich in Preufen von

zig 1906; H. Forcher, Die statistische Methode als selbstdndige Wissen-
schaft, Leipzig 1913.
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106, 4 fiir 1911 nur auf 106, 5 fir 1912 bewegt, wiahrend wir fiir
die siiddeutschen Staaten finden:

| 1911 | 1912
Bayern............... 105,9 | 106, 8
Wiirttemberg ........ 103,6 | 106,4
Baden............... 105,3 | 106, 0
Elsafs-Lothringen. . ... 105,3 | 106, 5

Es ist danach kein Zweifel, daft wesentlich auf diesen verhéaltnis-
miRig bedeutenden Verschiebungen auch die Anderung in der
Gesamtziffer beruht.

Der starke Einfluft des Landes auf das Geschlechtsverhéltnis
der Geborenen ist bekannt. Es kamen z. B. auf 100 Madchenge-
burten wéahrend des Zeitraumes 1887 bis 1891 an Knabengebur-

ten
in England .. ... 103, 6

in Spanien. .. ... 108, 3

Nach Bertillon (Anhang zum Annuaire statistique de la
ville de Paris fiir 1905, Paris 1907) bt das Alter der Mutter
einen deutlich erkennbaren Einfluft auf das Geschlecht des Kin-
des aus. Nach den Erhebungen in Paris 1891 bis 1905 ergeben
sich auf 100 Madchengeburten folgende Zahlen von Knabenge-
burten:

Alter der

15-19 | 20-24 | 25-29 | 30-34 | 35-39 | 40-44 | 45-49
Mutter:

Eheliche 107,1 | 106,2 | 106,4 | 106,5 | 106,6 | 113,0 | 105,0
Uneheliche | 104,5 | 105,3 | 102,2 | 105,0 | 103,7 | 112,1 | 102,1

Es zeigt sich also eine deutliche Zunahme der Knabengeburten
fiir die mittleren Lebensjahre der Mutter.
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Die Bestimmung des Divergenzkoeffizienten () ist gewisser-
maken der erste Schritt zur Beurteilung der Dispersion. Sie gibt
z. B. noch keinen Anhaltspunkt fiir die Beurteilung einer vor-
handenen Asymmetrie. Hierfiir ist, wie wir bereits gesehen ha-
ben, von Wichtigkeit, daf aufser dem arithmetischen Mittel auch
der Zentralwert, unter dem und iiber dem gleich viel der Beob-
achtungswerte liegen, und der Normalwert, fiir den sich in der
aus der Urreihe abgeleiteten Verteilungsreihe die grofste relative
Héufigkeit ergibt, gebildet werden.

Fallen diese drei Werte zusammen, so liefert dies einen An-
haltspunkt dafiir, daf die Dispersion eine symmetrische ist. Wir
haben also folgende drei Werte zu bestimmen:

1. Den Durchschnittswert der Beobachtungswerte

_ LY

r

Yo

oder, wenn wir die Verteilungsfunktion ¢(y) einfiihren,
+oo “+o0o
(4) Yo = / p(y)ydy : / w(y) dy.
2. Den Zentralwert vy, fiir den
Yz 400
() / p(y) dy = / wly) dy
—o0 Yz

wird.
3. Den Normalwert y,, fiir den

(6) #(Ya) = Max.
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wird. Dann mufs, wenn eine symmetrische Verteilung vorliegt,

Yo = Y2 = Ya

werden. Dieser Wert kann als der typische Wert bezeichnet
werden.

Man wird sich nun aber schwer entschlieffen, mit dieser Be-
stimmung die Beurteilung der Verteilungsreihe abzuschliefen.
Der letzte Zielpunkt muf vielmehr sein, ein ,Gesetz* fiir die Ver-
teilung selbst herauszufinden. Auch dazu kann die Betrachtung
des Urnenschemas dienen. Hierbei hat sich uns iiberall, wo die
Anzahl der beobachteten Félle sehr grofs war, die Gaufssche
Verteilungsfunktion ergeben, und wenn wir eine allgemeinere
Verteilungsfunktion erstrebten, so mufiten wir sie uns aus der
Ubereinanderlagerung G aufscher Funktionen hervorgegangen
denken (&hnlich wie man sich die allgemeine Schwingung aus
der Superposition von Sinuswellen hervorgegangen denkt). Das
legt es nahe, zunédchst zu versuchen, wie weit man mit der einfa-
chen Gauftschen Verteilungsfunktion kommt. In diesen Fallen
kann, wie wohl nicht mehr besonders hervorgehoben zu wer-
den braucht, die Dispersion sowohl eine normale als auch eine
unter- oder iibernormale sein, die Giiltigkeit des Gaufsschen
Verteilungsgesetzes und die Lexissche Beurteilung der norma-
len Dispersion fallen keineswegs zusammen. Es zeigt sich nun,
daf unter der Voraussetzung einer typischen Dispersion, die
der Gaufischen Funktion

h 2.2
e—h.t

p(z) = ﬁ

folgt, sich fiir die Konstante h in dieser Funktion eine dreifache
Bestimmung ergibt. Die eine Bestimmung benutzt die Werte,
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unter oder Uber denen ein Viertel der beobachteten Zahlenwerte
liegt. Nennt man o den Unterschied dieser Werte, so wird

1 o

(7) 70,9539

Die zweite Formel benutzt die Summe der Abweichungen y aller
Beobachtungswerte, d. h. aller Glieder y der Urreihe, die {iber
oder unter dem Mittelwert liegen, von diesem Mittelwert. Ist r
die Gesamtzahl aller bestimmten Werte, so folgt

1 Z(yz — %) Z(yz — %)
(8) h—ZZQﬁ%Z—Qﬁ_T,

wenn ., > bedeutet, daf die Summation iiber alle positiven
+ —

oder alle negativen Werte der Differenz y; — y, erstreckt werden
soll. Die dritte Bestimmung beruht auf der Quadratensumme
aller vorkommenden Abweichungen vom Mittelwert und liefert

Der letzte Wert stimmt bis auf den Faktor v/2 mit der mittleren
Ausweichung ps iiberein. Wenn man im vorliegenden Falle diese
Bestimmungen verwerten will, so muf man alle iberhaupt vor-
liegenden Bestimmungen, die sich auf die einzelnen Monate der
Jahre 1868 und 1869 beziehen, zusammenfassen und erhélt dann
eine Gesamtheit von 816 Einzelbestimmungen. Lexis zieht es
aber vor, zundchst eine Gruppe aus den 17 grofsten Bezirken zu
wahlen, zu denen auch die oben angefiihrten gehoren. Es liegen
dann nur 408 Einzelbestimmungen vor, fiir die sich in der Tat
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nach den drei moglichen Methoden derselbe Mittelwert 1065, 8
und folgende Verteilungsreihe ergibt:

Abweichung | Beobachtete Falle
+ - + | -
0- 20 82 73
20— 40 Y 65
40— 60 41 43
60— 80 16 9
80-100 5) 9
Uber 100 3 5

Fiihrt man nun die drei Bestimmungen von h aus, so erge-
ben sich die Werte

hy =0,018,  hy=0,019,  hy=0,019,

also eine gute Ubereinstimmung.

Rechnet man aber mit Hilfe des bestimmten Normalwertes
und des Wertes von h nach der Gaufischen Funktion die Hau-
figkeitszahlen aus, so findet man die folgenden Zahlenreihen:

Berechnet .. .... 82 61 37 17 ) 2

+ 82 57 41 16 5 3
Beobachtet . .. {_ 74 65 43 9 9 5

Bei der Beurteilung der so erreichten Ubereinstimmung muf
man die Unsicherheit bedenken, die an sich wegen der verhélt-
nisméfig geringen Zahl beobachteter Félle vorhanden ist. Dann
muf in der Tat die gefundene Ubereinstimmung als eine sehr
gute gelten.



Die statistische Theorie des Zufalls. 195

Um noch ein Beispiel zu haben, das von vornherein jeder
solchen Bestimmung zu spotten scheint, wollen wir mit Pear-
son das Verhéltnis der unionistischen Stimmen zur Gesamtzahl
der Stimmen bei den englischen Wahlen im Jahre 1891 nehmen.
Wir haben die herauskommende Verteilungsreihe graphisch auf-

Fig. 8. Verhéltnis der unionistischen Stim-
men zur Gesamtzahl der Stimmen bei den englischen Wahlen 1891.

Wahlbezirke

30 g

20 j/
10 .

0 L [ i
10 20 30 40 L

60 70 80 9/,
der Stimmenzahl

gezeichnet, indem fiir die Abszisse die Prozente der Stimmenzahl
und fiir die Ordinate die zugehorigen Anzahlen von Wahlbezir-
ken genommen sind. Fiir den zugrunde zu legenden typischen
Wert ergibt sich 0,51 = 51 Proz. und die drei Bestimmungen
von h; liefern:

hy=0,09,  hy=0,11,  hy=0,12.

Die Verteilung, die sich nach der Gaufschen Funktion ergibt,
ist durch die eingezeichnete Kurve angedeutet.
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Die Ubereinstimmung, die man hier erhélt, darf man aber
nicht so deuten, als ob die herauskommenden Prozentsitze der
Stimmenzahl mit den Ziehungsverhéltnissen des Urnenschemas
direkt verglichen werden konnten. Die iiberhaupt moglichen Pro-
zentsitze von 0 bis 100 Proz. entsprechen vielmehr alle einem
nur zwischen sehr engen Grenzen schwankenden Ziehungsver-
haltnis. Es werden gar nicht mehr die Verhéltniswerte als sol-
che verglichen, sondern nur die herauskommenden Verteilungs-
reihen. Die Vergleichung wird damit viel dufserlicher. Wir ver-
gleichen nicht mehr den wirklichen Vorgang selbst mit dem Vor-
gang bei den Ziehungen aus einer Urne. Wir versuchen nur, die
aus dem Urnenschema theoretisch abgeleitete Verteilungsfunkti-
on der wirklich beobachteten Verteilungsreihe anzupassen. Wir
kénnen hochstens die Vorgénge bei der Ziehung aus der Urne
symbolisch fassen, indem wir sie als den Ausdruck fiir beliebige
Zufallsvorgange deuten, die wir so einer Berechnung zugénglich
machen. Es wiirde in dem vorliegenden Beispiel etwa das Ziehen
einer weifen Kugel einen sehr kleinen Ausschlag der Stimmen
nach der unionistischen Seite bedeuten.

Man kann aber auch von der Herleitung der Formel aus dem
Urnenschema, nachdem sie einmal gewonnen ist, vollig absehen
und sich darauf beschrinken, die Vorgénge zu suchen, die sich
dieser Formel anpassen und damit einen gemeinsamen Charakter
zeigen, den man definitionsméfig als den des Zufalligen ansehen
kann.

Sehr wichtig erscheinen hierbei zunéchst die Félle, wo die
Giiltigkeit der Gaufschen Verteilungsfunktion als eine physi-
kalische Hypothese erscheint. Dies gilt vor allen Dingen fiir die
Bewegungen der kleinsten Teile der Materie, zunachst der Mo-
lekiile. Die Bewegungen der Molekiile sind unbeobachtbar und
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daher ist eine unmittelbare Kontrolle durch die Erfahrung in
diesem Falle unméglich. Eine solche gelingt jedoch bei sehr klei-
nen, in einer Fliissigkeit suspendierten Teilchen, die den Mole-
kularbewegungen &hnliche und, wie man glaubt, durch die Mo-
lekularbewegungen (némlich die Stofse der Fliissigkeitsmolekiile
auf die festen Teilchen) unmittelbar veranlafite Bewegungen, die
sogenannten Brownschen Bewegungen, ausfiihren. J. Perrin
(Die Atome, deutsch von Lottermoser, Dresden und Leip-
zig 1914) hat in einem Falle die Verschiebungen der Teilchen in
Zwischenrdumen von 30 Zeitsekunden notiert und daraus fol-
gende Tabelle gefunden, in der den beobachteten die nach der
G aufschen Verteilungsfunktion fiir die 500 Beobachtungen be-
rechneten Anzahlen hinzugefiigt sind. Der Wert von e betragt
1,96 Mikron.

\./erschiebunge'n7 Anzahl Anzahl
die e;sv}il:iflii sind berechnet | beobachtet
0und e 32 34
e 7 2 83 8

2 7 3¢ 107 106
3¢ 7 4e 105 103
4 7 Be 75 75
5¢ 7 6e 50 49
6 7 Te 27 30
Te 7 8¢ 14 17
8 7 o0 7 )

Die Tabelle ist zugleich lehrreich dafiir, welche Ubereinstim-
mung man erwarten darf, wo die Giiltigkeit der G aufsschen Ver-
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teilungsfunktion von vornherein so gut wie sicher ist ). Ein wei-
teres besonders hervorragendes Beispiel besteht in der Messung
der Kérperlinge erwachsener Personen. Hierfiir hat Pearson?)
ausgezeichnetes Material in den Messungen der Kérpergrofse von
25875 Rekruten der Armee der Vereinigten Staaten angefiihrt.
Die Koérpergrofsen sind in Zoll und daneben die Anzahlen der
Rekruten von der betreffenden Grofse angefiihrt.

Wir beginnen damit, dafs wir den Mittelwert auf die drei
angegebenen Weisen bestimmen. Wir finden dann mit ziemlich
genauer Ubereinstimmung den Mittelwert oder Normalwert

Yo = 66, 7.

Hierauf berechnen wir die Grofe h nach den angegebenen drei

1) Man vergleiche des weiteren L. v. Bortkewitsch, Die radioakti-
ve Strahlung als Gegenstand wahrscheinlichkeitstheoretischer Untersuchun-
gen, Berlin 1913.

2) Man vgl. die Aufsitze von Pearson in den Transactions of the
Royal Society 1894 bis 1903 (Vol. 185 bis 198) und Philosophical Magazi-
ne 1900, 1901 (Vol. 50, 1), ferner seine Schrift The chances of death etc.,
London 1897. Daneben ist es interessant, die Arbeiten von Edgeworth
einzusehen, besonders Journal of the Royal Statistical Society, Vol. 60 bis
62 (1897 bis 1899), und als besondere Schrift unter dem Titel The repre-
sentation of Statistics by mathematical formulae, London 1900. An zusam-
menfassenden Darstellungen kann man aufser den bereits angefiihrten etwa
vergleichen King, Elements of statistical method, New York u. London,
Macmillan, Davenport, Statistical Methods, New York, Wiley & Son.
Ferner die Schriften von Westergaard, Grundziige der Theorie der Sta-
tistik, Jena 1890, Lehre von der Mortabilitdt und Morbiditét, 2. Aufl. 1901.
Unter den Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung hat besonders das
von Czuber (Leipzig 1902) die statistischen Anwendungen ausfiihrlich
behandelt.
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Korpergrofe | Anzahl | Korpergrofe | Anzahl
7877 2 64—-63 1947
7776 6 63-62 1237
7675 9 62-61 526
75-74 42 61-60 50
74-73 118 60-59 15
7372 343 59-58 10
7271 680 58-b7 6
71-70 1485 57-56 7
70-69 2075 56-55 3
69-68 3133 55—-b4 1
68—67 3631 54-53 2
67-66 4054 53-52 1
66-65 3475 52-51 1
65—64 3019

Methoden und finden so
hy = 0,27, ho = 0,27, hs =0, 28.
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Wir erhalten dann das Bild, das in Fig. 9 auf der folgenden Seite
dargestellt ist. Die Ubereinstimmung ist recht gut, so da$ wir in
der Tat annehmen konnen, daft die Verteilung der Kérpergrofen
erwachsener Personen dem G aufischen Verteilungsgesetz folgt.
Dagegen haben Messungen an gleichaltrigen Kindern gezeigt,
daf die Verteilung bei nicht erwachsenen Personen eine andere,
namlich eine wesentlich unsymmetrische ist, indem ein Zuriick-
bleiben des Wachstums gegen den normalen Wert haufiger als

ein Vorauseilen ist.

Die Auffassung, dafs man in dem Gaufschen Verteilungs-
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gesetz das Symptom fiir eine auf bloken Zufélligkeiten beruhende
Verteilung zu sehen habe, ist lange Zeit durchaus herrschend ge-
wesen. Thr ist z. B. Quételet durchaus gefolgt, sie findet sich
auch in dem englischen Werke von Venn, The logic of chan-
ce (London 1876) konsequent vertreten. Diese Ansicht ist aber,
wie wir gesehen haben, weder in dem Sinne richtig, dafs, wo
die Verteilung mit hinreichender Anndherung dem G aufsschen
Verteilungsgesetz folgt, die Abweichungen bestimmt in jedem
einzelnen Falle nur auf Zufélligkeiten beruhen, noch in dem Sin-
ne, dafs sich immer die Gaufsche Verteilungsfunktion ergibt,
wo wir zufillige Schwankungen anzunehmen haben. Dies geht
aus der Verallgemeinerung hervor, die wir an das Urnenschema
angekniipft haben, indem wir annahmen, dafs erst durch das Los
bestimmt wird, aus welcher von mehreren vorhandenen Urnen
gezogen wird. Wir haben dabei im Gegensatz zu der Symmetrie
der Gaufschen Verteilungsfunktion eine wesentlich unsymme-
trische Verteilung gefunden, und es scheint von Interesse, auch
dafiir ein Beispiel zu finden.

Der einfachste Fall, den wir hierbei annehmen koénnen, ist
der, wo nur zwei Urnen vorhanden sind, wo also nur zwei Wahr-
scheinlichkeiten w; und w, dafiir, daft aus der einen oder an-
deren Urne gezogen wird, in Betracht kommen. Die Relation
wi + wy = 1 kommt weiter nicht in Frage, da noch mit einer
Konstanten ¢ multipliziert werden muf. Wir kénnen dann (in-
dem wir ¢ = cwy, ¢g = cwq setzen) die Verteilungsfunktion
schreiben:

(10) P(z) = Gl e hi(—u)? | Cala o3 e—m)?

VT VT

Fiir diese Verteilungsfunktion wollen wir, wiederum nach
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Fig. 9.
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Pearson, ein Beispiel geben. Dieses Beispiel hat eine gewisse
Beriihmtheit erlangt, weil es den Ausgangspunkt weitergehender
Untersuchungen gebildet hat. Wenn eine solche Streuung wie die
angefiihrte besteht, so liegt der Fall genau so, als ob die beobach-
teten Individuen aus zwei Gattungen gemischt seien, fiir deren
Verteilung einzeln die gewohnliche G aufsche Verteilungsfunk-
tion gilt. Man beobachtet nun eine entsprechende Verteilung bei
biologischen Individuen auch dann, wenn nicht sie selbst, wohl
aber ihre Vorfahren aus zwei verschiedenen Arten gemischt sind.
Es wird also das Bestehen einer solchen Verteilung das Kennzei-

chen fiir eine stattgefundene Bastardierung.
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Das Beispiel, das wir geben wollen, bezieht sich auf die
,Stirnbreite“ von 1000 Krabben aus dem Golf von Neapel. Die
zugrunde liegende Tabelle ist die auf folgender Seite.

Um die in der graphischen Darstellung (Fig. 10) eingezeich-
nete Kurve zu erhalten, die sich den beobachteten Werten mdog-
lichst anschmiegt, sind fiir die Konstanten in der Formel folgende
Werte genommen (fiir den Durchschnittswert ist z = 0, woraus
—ClU = Colly):

c; =414, 5, w = —3,517, hy = 0,159,
¢y = 585, 5, up = 2,490, hy = 0,2281).

1y AuRer den hier angefiihrten Verteilungsfunktionen, die alle auf die
Gaufssche Funktion zuriickgehen, gibt Pearson (Transactions of the
Royal Society, London 1895) noch eine Anzahl anderer an, die er eben-
falls an das Urnenschema ankniipft. Es wird hierbei das Urnenschema aber
nur als heuristisches Prinzip benutzt, indem in der abgeleiteten Formel die
Grenzen, in denen die Konstanten bleiben miissen, und notwendige Vor-
aussetzungen, die bei der Ableitung zu machen sind, aufser acht gelassen
werden. Dieses Verfahren ist gewifs berechtigt, wenn es sich um nichts ande-
res handelt als darum, passende Ann&herungsfunktionen fiir die empirisch
gefundenen Verteilungen zu gewinnen. Es ist dann die Aufgabe, an mog-
lichst zahlreichen Beispielen die angesetzten Funktionen zu erproben. In
dieser Hinsicht ist eine Durchsicht der Zeitschrift Biometrika, A Journal
for the statistical study of biological problems (Cambridge, seit 1901, her-
ausgegeben von Weldon, Pearson, Davenport und Galton) zu
empfehlen, in deren ersten Bénden sich zahlreiche solche Beispiele finden.
Durch die Art aber, wie die Pearsonschen Untersuchungen auch in der
letzten Zeit (z. B. bei Forcher, Die statistische Methode, Leipzig 1913)
wiedergegeben worden sind, wird nur zu leicht der Anschein erweckt, als
ob es sich um eine wirkliche Ableitung der entstehenden Verteilungen aus
dem Urnenschema handle. Die Darstellung bei Fechner (Kollektivmaflehre,
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Mais- Anzahl
zahlen | Individuen
1 1
2 3
3 5
4 2
5 7
6 10
7 13
8 19
9 20
10 25
11 40
12 31
13 60
14 62
15 54
16 74
17 84
18 86
19 96
20 85
21 75
22 47
23 43
24 24
25 19
26 9
27 5
28 —
29 1

Anzahl
Krabben

.-

Lew

10

2% %
MaBzahlen

203
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Es bleibt noch iibrig, die Anwendung der Formel, die fiir
verhaltnismafig seltene Ereignisse gilt, durch ein Beispiel zu er-
lautern. L. v. Bortkewitsch hat in seiner Schrift Das Ge-
setz der kleinen Zahlen (Leipzig 1898) die Bedeutung dieser
Formel besonders hervorgehoben. Es erscheint beinahe a prio-
ri einleuchtend, daf die storenden Einwirkungen, die sonst das
Zustandekommen einer reguldren Verteilung verhindern, indem
in den einzelnen verglichenen Bezirken verschiedene Verhaltnisse
obwalten, sich am wenigsten geltend machen, wenn an den ver-
schiedensten Stellen durch ein verhéltnisméfig seltenes Ereignis
einzelne Fille, sozusagen Stichproben, herausgegriffen werden.

Wir hatten gesehen, daf in diesem Falle die Formel gilt:

mPe™™

p!

(11) Yp =

Y

wobei die Beziehungen bestehen miissen:

(12) S, =1, m=>pp,, m' =3 (p—m)’p,, m' =m.

Es ist zunédchst zu priifen, ob diese Beziehungen erfiillt sind.
Wir wollen nun hierfiir ein Beispiel nehmen und wéahlen mit
Bortkewitsch die Anzahl der Soldaten, die wihrend der Jah-
re 1875 bis 1894 innerhalb der Armeekorps II bis V, VII bis X,
XIV und XV des preubischen Heeres durch Hufschlag eines Pfer-
des getotet wurden. Die einzelnen Zahlen p; usw. bedeuten dann
die innerhalb eines Armeekorps wéhrend eines Jahres Getoteten.

herausgegeben von G. F. Lipps, Leipzig 1899), der auf andere Weise eine
Verallgemeinerung der G aufischen Funktion anstrebt, ist darin durchsich-
tiger.
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Es ergeben sich dabei:

0 1 2 3 4 5 und mehr Getotete
in 109 65 22 3 1 0 Féllen,

und daraus folgt der Wert
_65-1+22-2+3-3+4-1
B 200

Ubereinstimmend damit ergibt sich auch fiir m’ der Wert 0, 61.
Rechnet man nun mit Hilfe des Ausdruckes
mP
ZOE
die zu erwartenden Héaufigkeiten von p Todesfillen aus, indem
man z, (die Haufigkeit fir p = 0) daraus bestimmt, daf die
Summe aller Haufigkeiten gleich 200 sein muf, woraus

20 =200-e7 ™

m =0,61.

folgt, so findet man statt der obigen Werte die Zahlen:
109 66 20 4 1 0.

Die Ubereinstimmung ist aukerordentlich gut. Daf sie auf einem
blofsen Zufall beruht, ist nicht anzunehmen. Vielmehr haben wir
uns zu denken, dafs alle 6rtlichen und zeitlichen Besonderheiten,
die sonst als systematische Abweichungen hervortreten, dadurch
unwirksam werden, daf eine rein zuféllige Auswahl durch das
betrachtete seltene Ereignis getroffen wird und dafs wir deswegen
annahernd dieselben Verhéltnisse haben miissen, wie sie bei der
Begriindung aus dem Urnenschema vorausgesetzt werden!).

1Y An kurz zusammenfassenden Darstellungen mit reichen Literatur-
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angaben vgl. man den Artikel von Bortkiewicz, Anwendungen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Statistik, Enzyklopédie der math. Wis-
senschaften, Bd. I, 2. Teil, Leipzig 1900-1904, Czuber, Die Entwickelung
der Wahrscheinlichkeitstheorie und ihrer Anwendungen, Jahresbericht der
Deutschen Math.-Ver., Bd. VII, Leipzig 1899, ferner die Artikel Geschlechts-
verhéltnis der Geborenen und Gestorbenen (v. Mayr), Gesetz (Lexis),
Sterblichkeit (v. Bortkiewicz) im Handworterbuch der Staatswissen-
schaften von Lexis und Elster.
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Die genetische Theorie des Zufalls.

Die statistische Theorie des Zufalls offenbart einen gemein-
schaftlichen Charakter in der Verteilung der statistischen Ergeb-
nisse bei solchen Ereignissen, die wir als zuféllige anzusehen ge-
wohnt sind. Wir erhalten aber keinen unmittelbaren Aufschlufs
dariiber, wie wir uns das Zustandekommen einer solchen Ver-
teilung in der Wirklichkeit denken kénnen. Es bleibt daher das
Bediirfnis bestehen, sozusagen in den inneren Mechanismus des
Geschehens einzudringen und sich klar zu machen, wie die als
typisch fiir die Zufallsereignisse angesehene Verteilung auch auf
einer inneren Ubereinstimmung der in Betracht kommenden Er-
eignisse beruht.

Als die am sichersten als zuféllig zu bezeichnenden Ereig-
nisse gelten nun die Ereignisse, die in dem Begehen eines be-
stimmten Beobachtungsfehlers bei sehr sorgfiltig ausgefiihrten
Beobachtungen bestehen, d. h. sich der in der Abweichung der
in der gleichen Weise und mit der gleichen Sorgfalt bestimmten
Werte voneinander kundgeben. Fiir diese Fehler hat die Erfah-
rung mit hinreichender Gewiftheit die Geltung des sogenannten
G aufschen Fehlergesetzes, das durch die Funktion

h 7h2a:2

p(z) = ﬁ

geliefert wird, ergeben.



Zehntes Kapitel. 208

Man kann es nun als die Aufgabe hinstellen, eine Erkla-
rung dafiir zu suchen, wie dieses eigentiimliche Gesetz fiir die
Verteilung der Fehler zustande kommt.

Der Astronom Bessel ist der erste gewesen, der diese
Frage zu beantworten gesucht hat (Untersuchungen iiber die
Wahrscheinlichkeit der Beobachtungsfehler, Astron. Nachrich-
ten, Bd. 15, 1838). Er dachte sich, daf jeder Fehler das Resultat
des Zusammentreffens einer grofsen Anzahl von Elementarfeh-
lern ist, die einzeln bestimmten Fehlerquellen entstammen. Die
einfachste Annahme ist dabei die, die Elementarfehler alle als
dem absoluten Betrag nach gleich vorauszusetzen, etwa gleich e,
und weiter zu sagen, jeder einzelne Elementarfehler gehe gleich
oft mit dem positiven und dem negativen Vorzeichen in das Re-
sultat ein. Dieses Resultat entspricht dann einer bestimmten
Vorzeichenkombination der Elementarfehler. Man kann diesen
Vorgang sehr einfach auf das Urnenschema zuriickfiihren, in-
dem man eine Urne voraussetzt, in der gleich viele schwarze und
weifse Kugeln gemischt enthalten sind. Das Ziehen einer weifen
Kugel bedeutet denn das Begehen des Elementarfehlers +e, das
Ziehen einer schwarzen Kugel das Begehen des Elementarfeh-
lers —e. Wenn nun eine grofe Anzahl n = p+ ¢ Male eine Kugel
aus der Urne gezogen ist, so wird, wenn hierbei pmal eine weife
und ¢ mal eine schwarze Kugel gefunden wurde,

r=(p—qe

der begangene Gesamtfehler.
Die relative Haufigkeit dieses Gesamtfehlers wird

(pqu?)! (%)p G)q




Die genetische Theorie des Zufalls. 209

oder wenn man

setzt,

n! (1)”
wu - n n * by .
e V(2 — ) \2
( 2" “) ' ( 2 “) '
Es handelt sich nun darum, hierfiir einen Naherungswert zu fin-
den, indem man n sehr grof und w als verhéltnisméafig klein

gegen n annimmt.
Wir bilden zu dem Zweck

—Uu

n
2
E + u’
2
dividieren Zahler und Nenner dieses Bruches durch %n und set-
zen u
2— =2,
n

dann wird
Wy, 1—2

Wy 1+z

Wir erhalten also, indem wir weiter setzen

woraus
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da z ein sehr kleiner Bruch ist,

Wy — Wy—1 2z 0, — 2x
Wy, 1—=z2 ne’

also, wenn wir berticksichtigen, dafs

wy, = ¢(xz) und demnach Yo = Wl _ g1 o(x)
wy,

wird,
2x
dl =——
ny(z) =——,
ferner dxr = 2e, da einer Vermehrung von v um 1 eine Vermeh-

rung von x um 2e entspricht, und somit schlieflich
plx) = Ce ™

entsprechend dem urspriinglichen Ansatz, wenn wir noch h =

vV 2ne

Es ist aber wichtig, sich von der Besselschen Annahme
frei zu machen, dafs jede Fehlerquelle nur Fehler von bestimm-
tem absoluten Betrage liefern konne, und dafiir die allgemeinere
Voraussetzung einzufiihren, daft jede Fehlerquelle

1. gleich grofe positive und negative Fehler mit gleich grofser
relativer Haufigkeit ergebe und

2. nur sehr kleine Fehler, aber

3. innerhalb gewisser Grenzen jeden beliebigen Fehler liefern
konne!).

machen.

1Y Vgl. Crofton, On the proof of the law of errors of observations, Phi-
losophical Transactions, Vol. 159 (1869), Artikel Probability, Encyclopaedia
Britannica, 9. ed., Vol. 19 (1885).
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Sogar von der Voraussetzung 1. konnen wir, wie wir sehen
werden, Abstand nehmen.

Wir nehmen an, die Aufgabe sei bereits gelost, wenn die
Zahl der Fehlerquellen n betragt. Man habe die Fehlerfunktion
gefunden, die durch das Zusammenwirken dieser n Fehlerquel-
len entsteht, und man nenne diese Fehlerfunktion ¢,(z). Dann
komme noch eine Fehlerquelle hinzu, zu der die Fehlerfunktion
O,+1(z) gehore, und man suche die nun entstehende neue Feh-
lerfunktion ¢,1(z) zu bestimmen. Wir haben dann, da, wenn
die letzte Fehlerquelle den Fehler u liefert, die {ibrigen Fehler-
quellen den Fehler  — u liefern miissen, damit der Gesamtfehler
x werde,

+r
pnss(@) = [ el = 0Oyei(u) du,
wo +r und —r die Extremwerte sind, bis zu denen die Argumente
der Funktion ©,,;;(u) reichen.

Wir entwickeln unter dem Integralzeichen ¢, (x — u) nach

dem Taylorschen Lehrsatze, und finden

puri(@) = [ [oale) = ugl o) + 20 (0)] O (1)

T

Die hoheren Potenzen von u kénnen wir vernachlassigen.
Es ist nun
+r
/ ®n+1 (U) du = 17
T

und setzen wir ferner

+r +r
/ uOp11(u) du = juo1, / O, i1 (u) du = Koy,

T T
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so wird jetzt

Pn1(2) = () = Jnr9y, () + %kn-&-l@:;(x)-

Wir erkennen daraus, dafs es gleichgiiltig ist, welche Form
wir der Funktion ©,,1;(u) geben, wenn sie nur die richtigen Wer-
te von j,.1 und k., liefert. Wir wollen deshalb insbesondere fiir
die Funktion den Ansatz machen:

>\n+1 _

@n+1(u> = 7 e )‘31+1(“_“"+1)2,

es ergibt sich dann:

—+r
Jn+1 = / uB,11(u) du = Uy,

T

+r 1
kpy1 = / u* O, 41 (u) du + uiﬂ.

" 2004

Wir kénnen nun bestétigen, daf unter dieser Voraussetzung
fiir die Verteilungsfunktion sich ebenfalls die Form

_ hn e—h%(:ﬂ—mn)2

Son(x) = ﬁ

ergibt. Wir zeigen dies, indem wir nachweisen, daf durch das
Hinzutreten einer neuen Fehlerquelle sich diese Form nicht &n-
dert. Da diese Form aber fiir eine Fehlerquelle als giiltig ange-
nommen werden kann, gilt sie nach dem Bewiesenen dann auch
fiir zwei, weiter fiir drei, vier usw. Fehlerquellen und damit all-
gemein.
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Setzen wir also voraus, in der Formel

O,1(x) = / ' oul — )y (u) du

seien die obigen Ausdriicke fiir ¢, (z — u) und ©,1(u) einge-

setzt, dann wird, wenn wir noch fiir die Grenzen —r und +r
—o0 und 400 schreiben,

+oo
12 (e — 2 2 _ 2
puia(a) = [ et e gy,

o0

wo c eine Konstante ist. Die beiden Potenzen von e vereinigen
sich zu einer einzigen, deren Exponent

= —hp(r —u—z,)° — AiH(u — Uy 41)?
= —(hl + X )+ 2[hi(z — xp) + AL g | u
- [hi(m — ) + >‘2+1un+1]
\ I

2 AV
(h +)\n+1)( un) h2+)\n+1

(x — x, — un+1)2

ist, wenn
2 2
, b — ) + At

u. =
" h2 + )\nJrl

gesetzt wird. Hieraus folgt:

Ap b )
h2 +>\2 (T—Tn—un+t1)

Pnt1 (:L’) =Ce )

wo (' eine neue Konstante ist.



Zehntes Kapitel. 214

Setzen wir mithin

i1 () = CeMnalemennil,

so wird
1 1 1 L
72 y  Tpdl = Tp T Unpyl-
ha i1 h )‘iﬂ
Also ist
1 1 1 1
1 o H A =
(1) 2o tat oty
und
(2) Ty = Uy + Ug + -+ + Uy

Nun ist, wie wir oben (S. 158) gefunden hatten,

(3) s — / " () du

o

Also wird u; der Mittelwert, um den sich die aus der iten Fehler-
quelle fliekenden Fehler gruppieren, und die resultierende Feh-
lerfunktion ist auf einen Mittelwert bezogen, der die Summe aus
den Mittelwerten aller einzelnen Fehlerquellen ist. Diesen Wert
kénnen wir als den systematischen Fehler der Beobach-
tungen ansehen.

Ferner ergibt sich:

(@) % _ / " (= )20, (u) du,

—00
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also gleich dem Quadrat p? des mittleren zufalligen
Fehlers bei der iten Fehlerquelle, und wir finden fiir den
mittleren Fehler ;1 bei der resultierenden Fehlerfunktion:

(5) I G T S S U

Die Resultate, die wir so fiir den besonderen Fall gefunden
haben, wo die zugrunde gelegte Messungsreihe aus verschiedenen
Messungen einer und derselben physikalischen Grofe besteht,
lassen sich auch sofort auf den Fall iibertragen, wo eine Reihe
an verschiedenen Objekten ausgefiithrter Beobachtungen in ihrer
Verteilung der G aufischen Funktion folgt. Wir finden, daf eine
solche Verteilung entstehen muf, wenn die an den Objekten be-
obachteten Verschiedenheiten auf zufilligen Abweichungen von
einem bestimmten Normaltypus beruhen, d. h. wenn eine grofte
Anzahl an sich sehr geringfiigiger und voneinander unabhéngiger
Umstande zusammenwirken, um die beobachtete Abweichung zu
erzeugen.

In diesem Sinne kénnten wir von einem objektiven Zufalle
sprechen, der Zufall wiirde dann in dem Zusammentreffen ei-
ner grofen Anzahl von Umstédnden bestehen, die untereinander
in keiner unmittelbaren kausalen Beziehung stehen, und deren
Zusammentreffen den beobachteten Erfolg herbeifiihrt.

Hierdurch wird der Bereich des Zufélligen aber aufserordent-
lich eingeschréankt, denn gerade dafs eine grofse Menge von ge-
genseitig unabhangigen Einzelumstdnden zusammentreffen soll,
scheint in der Wirklichkeit selten erfiillt. Wohl findet man, wenn
man ein Zufallsereignis in den Einzelheiten seines Zustandekom-
mens verfolgt, eine Reihe von Umstédnden, die zusammen das
Ereignis hervorgerufen haben, aber diese Umsténde stehen nicht
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aufler Zusammenhang, sie bilden vielmehr die Glieder in weni-
gen Ketten von kausalen Zusammenhéngen. Meistens wird man
sogar nur zwei solcher Ketten feststellen konnen. So wird man,
um auf das Beispiel des von einem herabfallenden Ziegel geto-
teten Passanten zuriickzukommen, die zwei Ketten von Ursache
und Wirkung verfolgen, die auf der einen Seite das Voriiberge-
hen des Menschen gerade an dieser Stelle und auf der anderen
Seite das Herabfallen des Ziegels gerade zu dieser Zeit erklaren.
Damit aber wird die Anwendung der in diesem Kapitel angestell-
ten Analyse, wie es scheint, in den meisten Fiéllen illusorisch. Es
soll diese Analyse jedoch auch gar nicht eine allgemeine geneti-
sche Erklarung der Zufallsereignisse geben. Sie liefert nur ein
Beispiel dafiir, wie die fiir die Zufallsereignisse typische Vertei-
lung zustande kommen kann. Dieses Beispiel ist deshalb von be-
sonderer Bedeutung, weil die gegebene Erklédrung in einem sehr
wichtigen Falle, ndmlich bei gleich sorgfiltigen Beobachtungen
einer und derselben physikalischen Grofse, tatsédchlich zu stim-
men scheint. Dafs die typische Verteilung auch auf ganz andere
Art zustande kommen kann, lehrt schon das Beispiel der Urnen-
ziehungen. Es ist gerade das Merkwiirdige an der Gaufsschen
Verteilungsfunktion, dak sie sich auf ganz verschiedene, anschei-
nend voneinander vollig unabhéngige Arten ergibt.

Wenn wir nun zum Schlufs die Ergebnisse unserer Betrach-
tungen kurz zusammenfassen, so ist der Gewinn, den wir erzielt
haben, nicht darin zu suchen, daf die Auffassung des einzelnen
zufilligen Ereignisses eine Vertiefung erfahren hat. Dagegen ha-
ben wir gesucht, den Nachweis zu fithren, daf auch die zufélligen
Ereignisse nicht die Regelméfigkeit und Ordnung des allgemei-
nen Geschehens durchbrechen, daf vielmehr auf eine bestimmte
Weise bei diesen zufélligen Ereignissen ein Ausgleich stattfindet
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fiir das, was sie als storendes Element in die Gesetzmaéafigkeit
des Geschehens hineintragen.

Hierin liegt an sich nichts Neues und Uberraschendes, viel-
mehr etwas nahezu Selbstverstindliches. Wir brauchen ja blof
zu bedenken, daf die Vorgénge in den kleinsten Teilen der Mate-
rie als Zufallsereignisse anzusehen sind, und dafs sonach, wofern
iiberhaupt in dem physikalischen Geschehen eine Regelméfig-
keit zu erkennen sein soll, diese auf einem Ausgleich der Zufal-
ligkeiten in den Verdnderungen der kleinsten Elemente beruhen
mufs. Wir verlassen uns auf diesen Ausgleich wie auf ein Natur-
gesetz, z. B. ist der sogenannte zweite Hauptsatz der mechani-
schen Wirmetheorie, namlich der Satz, daft die Warme nicht von
selbst vom kélteren zum wérmeren Korper stromt, nichts wie ein
Ausdruck fiir den Ausgleich, der in den molekularen Bewegun-
gen stattfindet. Es ist aber wichtig, sich klar bewufst zu sein,
dafs hiermit ein neues Moment in die Naturerklarung hineinge-
tragen wird, das von anderer Art ist wie die eine regelméfige
kausale Verkniipfung aussagenden Naturgesetze. Das Wesentli-
che an allen zufélligen Ereignissen ist eben das, daf sie allein
aus der Regelméfigkeit kausaler Verkniipfungen nicht zu erkla-
ren sind. Wenn daher sich in der Gesamtheit der Zufallsereignisse
einer bestimmten Gruppe eine Regelméafigkeit wiederfindet, so
ist diese von anderer Art als die kausalen Zusammenhénge, und
die Voraussetzung einer unverbriichlichen Kausalitdt in allem
Naturgeschehen mag wohl aufrecht erhalten werden, sie reicht
allein aber nicht hin, um die Regelméfigkeit des Weltgesche-
hens vollstéindig zu erkldaren. Es gehort vielmehr die Tatsache
hinzu, die wir als das Gesetz der grofsen Zahlen bezeichnen und
die bewirkt, dafs die Unregelméfigkeiten, die sonst durch die zu-
falligen Ereignisse in die Welt hineingetragen wiirden, in dem
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Gesamtergebnis doch wieder verschwinden.

Wenn wir diese Elimination des Zufalls als eine allgemei-
ne Tatsache hinstellen, so miissen wir uns bewuft sein, dafs wir
fiir diese Tatsache keine bestimmte Erklarung geben konnen,
dafs wir sie vielmehr nur insoweit behaupten kénnen, wie sie uns
durch die Erfahrung bestatigt wird. Unser Verstand straubt sich
allerdings dagegen, ein so allgemeines Prinzip nur deshalb an-
zunehmen, weil hier und dort seine Richtigkeit bezeugt wird,
vielmehr dréangt er dahin, auch einen inneren Grund fiir einen
solchen Ausgleich zu finden. Ein solcher innerer Grund 1aft sich
aber nicht ermitteln. Wiirden wir zu ihm gelangen koénnen, so
miifste uns eine Einsicht in den Mechanismus des Geschehens zu
Gebote stehen, wie wir sie nicht haben. Was uns gegeben ist, sind
die einzelnen Erfahrungen. Nur indem wir diese zusammenhal-
ten, miteinander vergleichen, Gleichartiges zusammenschliefen
und die dabei sich herausstellenden regelméfigen Zusammen-
hénge aufdecken, gelangen wir dazu, das zu erreichen, was wir
eine Erklarung des Naturgeschehens nennen. Auf diesem Wege
konnen wir aber nicht den Ausgleich erkléaren, der in dem Gesetz
der grofsen Zahlen ausgedriickt sein soll.

Deshalb miissen wir uns damit begniigen, diesen Ausgleich,
indem wir seine Wirklichkeit von vornherein voraussetzen, in sei-
nen einzelnen Erscheinungsformen selbst zu verfolgen. Auf diese
Weise kann natiirlich die Tatsache des Ausgleichs, weil wir sie
von Anfang an vorausgesetzt haben, nicht erst erkléart werden.
Wir kénnen aber diese Tatsache uns sozusagen naher bringen,
indem wir solche Vorgédnge herausgreifen, iiber deren inneren
Charakter wir glauben von vornherein Klarheit zu haben. Die-
se Vorgange sind die Gliicksspiele, und unter den Gliicksspielen
wahlten wir noch insbesondere einen typischen Vorgang aus, der
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in den Ziehungen aus einer Urne besteht. Alle Ergebnisse, die
aus diesen typischen Vorgédngen gewonnen werden und die sich
in der Ableitung gewisser Formeln fiir die bei haufiger Wieder-
holung des Vorganges zu erwartenden statistischen Ergebnisse
vollenden, kénnen auf andere Vorgénge, deren inneres Zustan-
dekommen unserer Beobachtung verschlossen ist, nur so ange-
wendet werden, daf wir die statistischen Ergebnisse vergleichen.
Das ist es, was wir als die statistische Methode bezeichnet ha-
ben.

Welches Recht haben wir nun, Ereignisse, deren Verteilung
mit der aus dem Urnenschema folgenden Verteilung eine gewis-
se Ubereinstimmung zeigt, auch innerlich als gleichartig anzuse-
hen? Dadurch, daf wir {iberhaupt iiber die innere Natur eines
Vorganges urteilen, gehen wir aus dem rein phanomenologischen
Gebiet in das ontologische Gebiet iiber. Die innere Natur eines
Vorganges, das eigentliche Warum und Wieso liegt auferhalb des
Bereiches der blofen Erfahrung. Was uns dazu hinfiihrt, sind
im Grunde immer Analogieschliisse. Auf das Bedenkliche sol-
cher Schliisse braucht nicht besonders hingewiesen zu werden.
Die Analogie verfithrt uns nur zu leicht, aus einer gefundenen
Ubereinstimmung in einzelnen Punkten eine Ubereinstimmung
auch in anderen Punkten zu erschliefen, ohne daf dieser Schlufs
logisch zwingende Kraft hatte.

Trotzdem konnen wir ohne solche Analogieschliisse nicht
auskommen. Sie sind es im wesentlichen, die uns die Dinge als
begreiflich erscheinen lassen. Das blofe Sammeln und Ordnen
von Erfahrungen wiirde uns unbefriedigt lassen. Wir wiirden
das innere Band vermissen. Dieses Band eben finden wir hiufig
durch Analogieschliisse. So beruht z. B. der Kraftbegriff, durch
den uns die physikalischen Vorgénge begreiflich erscheinen sol-
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len, auf einer Analogie mit physiologischen Vorgédngen, ndmlich
dem Gefiihl der Anstrengung beim Heben einer Last, und daft
uns die Dinge auf diese Weise innerlich begreiflich erscheinen,
liegt daran, dafl wir sie in Zusammenhang bringen mit personli-
chen Empfindungen. Wir bringen sie uns ,menschlich nahe®.
Etwas Ahnliches kénnen wir nun auch in der Analyse der
zufalligen Vorgénge finden. Auch hier ist es die personliche Stim-
mung dem ungewissen Ereignis gegeniiber, die das Verfahren be-
stimmt hat und aus der heraus man ein inneres Verstehen der
Vorgéange zu erreichen geglaubt hat. Hierhin gehort es, wenn
in der klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung die gleich md&gli-
chen Fille dadurch definiert werden, daf wir keinen Grund ha-
ben, das Eintreten des einen eher als das Eintreten des anderen
zu erwarten. Hierhin gehort es ferner, wenn angenommen wird,
daf ein Ereignis, dessen mathematische Wahrscheinlichkeit der
Einheit sehr nahe kommt, als gewifs angesehen werden kann, weil
wir in unserem Leben fortwihrend gezwungen sind, wegen der
Unsicherheit aller unserer Lebensumstéande als gewifs hinzuneh-
men, was im Grunde nur sehr wahrscheinlich ist. Die Analogie
geht sogar tiefer, indem wir die Unentschiedenheit eines kiinfti-
gen Ereignisses mit der Unentschiedenheit eines Menschen ver-
gleichen, der zwischen zwei Moglichkeiten zu wahlen hat. Wenn
wir von dem blinden Zufall sprechen, so beruht dies darauf, dafs
die Entscheidung verglichen wird mit der Entscheidung eines
Menschen, der eine Moglichkeit ohne Uberlegung ergreift. Die-
se Eindeutung innerer Erlebnisse in die &uferen Vorgénge ist
dem menschlichen Geiste durchaus natiirlich, sie ist aber auch
mit grofsen Gefahren verkniipft. Das tritt tatséchlich in der Ge-
schichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung deutlich zutage. Bei
aller Grofsartigkeit der Entwickelung krankt z. B. das Werk von
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Laplace daran, dafs der Bereich des Ungewissen ohne eine si-
chere empirische Grundlage allein aus dem Denken heraus mit
Hilfe der mathematischen Rechnung einer bestimmten Analy-
se unterworfen werden soll. Rein &uferlich gibt sich das darin
zu erkennen, dafs zu viel mathematische Entwickelungen und zu
wenig statistisches Material gegeben wird. Die mathematische
Ableitung ist aber nur ein formales Hilfsmittel. Aus ihr allein
lakt sich keine reale Erkenntnis schopfen, wenn sie nicht mit
wirklicher Beobachtung gepaart wird. Es werden daher bei La-
place eigentlich nur Methoden gegeben, ohne daf iiberhaupt
feststeht, wie weit diese Methoden sich auf Probleme der Wirk-
lichkeit iiberhaupt anwenden lassen. Wo solche Anwendungen
aufzutreten scheinen, beruhen sie nur auf unbestimmten Ver-
mutungen und unberechtigten Annahmen.

Quételet gebiihrt das grofse Verdienst, mit der Anwen-
dung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die Wirklichkeit
Ernst gemacht zu haben!). Aber auch er beging den Fehler,
daf er zu selbstverstindlich die Ubereinstimmung der Wirk-
lichkeit mit den aus dem einfachen Urnenschema folgenden
Formeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung voraussetzte und sie
héufig da zu sehen glaubte, wo sie tatsédchlich nicht vorhanden
ist. Daher liegt ein ungeheurer Vorteil in dem Aufkommen der
eigentlich empirischen Methoden, die sich eine unbefangene und
sichere Feststellung der tatsdchlichen Verhéltnisse zur Aufga-
be machen und um deren Entwickelung sich in Deutschland
besonders W. Lexis und G. Th. Fechner und in England
K. Pearson verdient gemacht haben. Hier wird in der Tat die

1) Vgl. insbesondere seine Lettres sur la théorie des probabilités appli-
quée aux sciences morales et politiques (Bruxelles 1846).
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mathematische Entwickelung nur ein Hilfsmittel, um das statis-
tische Material systematisch zu verarbeiten. Die Verarbeitung
besteht einerseits darin, daf die statistischen Ergebnisse {iber
solche Ereignisse, die in ihrer Verteilung eine gewisse Gemein-
samkeit zeigen, vereinigt werden, und andererseits darin, daf
man in bestimmten Verteilungen eine einfache mathematisch
ausdriickbare Regelméfigkeit nachzuweisen versucht.

Das Bezeichnende der Methode darf man vielleicht darin
sehen, dafs gerade die Riicksichtnahme auf den urséchlichen Zu-
sammenhang, die sonst den Kern der Naturerklarung bildet,
vollstandig in Wegfall kommt. Es ist wohl gut, nochmals her-
vorzuheben, daf nach der in Rede stehenden Methode zwischen
den einzelnen Féllen keinerlei urséachlicher Zusammenhang, son-
dern nur eine Gleichartigkeit der Bedingungen bei ihnen allen
angenommen wird. Die bei dem Urnenschema herauskommende
Verteilung wird ausdriicklich unter der Voraussetzung abgelei-
tet, dafs eine Ziehung mit der anderen aufer allem kausalen Zu-
sammenhang steht, dals es fiir das Resultat einer Ziehung vollig
gleichgiiltig ist, welche Resultate die vorhergehenden Ziehungen
ergeben haben. Die Ziehung einer weifsen Kugel bleibt in der
Sprache der Wahrscheinlichkeitsrechnung gleich wahrscheinlich,
auch wenn schon zehn- oder zwanzigmal hintereinander eine wei-
ke Kugel gezogen worden ist.

Der Ausgleich zwischen den Resultaten der einzelnen Zie-
hungen ist kein mechanischer, er beruht nicht auf einer Wirkung,
welche die Resultate der einen Ziehung auf das Resultat der an-
deren ausiiben. Er ist nur ein statistischer, d. h. wir haben uns
zu denken, daf er da zustande kommt, wo die Bedingungen des
Geschehens, soweit sie festliegen, unverandert bleiben. Wenn es
eine Ordnung des Geschehens in dem Sinne gibt, dafs fiir das
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Resultat des einen Falles es nicht gleichgiiltig ist, welches die
Resultate der vorhergehenden Félle waren, so bleibt diese Ord-
nung hier unberiicksichtigt, sei es nun, daft sie in einer gewissen
Neigung der gleichartigen Resultate, sich rdumlich oder zeitlich
zusammenzuschliefen oder in einer bestimmten pradestinierten
Verteilung der verschiedenen Resultate bestehen soll. Das ganze
Schwergewicht der Betrachtung ruht darauf, dafs eine Erklarung
der stattfindenden Verteilung auch moglich ist, ohne einen inne-
ren Zusammenhang der Einzelergebnisse vorauszusetzen.

Wenn die Beiseiteschiebung des kausalen Zusammenhanges
das Bezeichnende an den angestellten Betrachtungen sein soll,
so scheint dieses Prinzip nur bei der genetischen Erklarung des
Zufalls durchbrochen zu sein. Es ist aber leicht zu erkennen,
daft auch hier nicht das Zufallsereignis aus einer groffen Menge
voneinander unabhéngiger Einzelursachen kausal erkléart werden
soll, sondern dafs es vielmehr als zusammengesetzt erscheint aus
einer groffen Menge voneinander unabhéngiger Einzelmomen-
te. Das Wesentliche ist auch hier wieder gerade das Fehlen des
kausalen Zusammenhanges zwischen den einzelnen Bestandtei-
len des Zufallsereignisses. Es bleibt also immer das Fehlen des
kausalen Zusammenhanges das Bezeichnende fiir die genetische
Erklarung der Zufallsereignisse, gleichgiiltig, ob wir dieses Feh-
len als ein absolutes oder als ein relatives, d. h. als das Fehlen
einer engeren kausalen Verkniipfung, ansehen wollen.

Aber die genetische Erklarung des einzelnen Zufallsereignis-
ses war nicht das, worauf die angestellten Betrachtungen haupt-
séchlich abzielten. Im Gegenteil kann man ihr Wesen darin er-
blicken, dafs sie von der Betrachtung des Zufalls im einzelnen
Ereignisse ablenken, dak sie die Fragestellung vielmehr auf die
Gesamtheit der Erscheinungen hinwenden.
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Auch von vornherein wird man zugeben, daft das einzelne
Zufallsereignis nicht das ist, was im Grunde unsere Teilnahme
erweckt, dafs vielmehr die wirkliche Aufgabe in der Beantwor-
tung der Frage liegt, wie die Zufallsereignisse in ihrer Gesamtheit
auf das Getriebe der Welt einwirken. Die Antwort ist klipp und
klar die, dak das, was im einzelnen Ereignis als zuféllig und un-
berechenbar erscheint, in der Totalitdt der Erscheinungen durch
einen gewissen Ausgleich beseitigt wird. Allerdings eine Erkla-
rung, die im tieferen Sinne befriedigt, fiir diesen Ausgleich zu
finden, ist uns nicht gelungen. Unsere Betrachtung blieb auch
hier auf die Beobachtung des Tatséchlichen und die Feststellung
der darin liegenden Regelméfigkeiten beschréankt, genau so wie
sie es da ist, wo die mit einer durchgidngigen Kausalitidt des Na-
turgeschehens in Zusammenhang stehenden ,Naturgesetze* den
Gegenstand der Untersuchung bilden.

Dals eine allgemeine genetische Erkldarung des Zufalls nicht
geliefert ist, gibt sich auch darin zu erkennen, daf nach der sta-
tistischen Theorie ein Ereignis als zufillig nur innerhalb einer
bestimmten Gesamtheit erscheint. So ergab sich die Verteilung
der Korpergrofe unter den durch die Aushebungen in einem
grofsen Gebiete herausgegriffenen erwachsenen ménnlichen In-
dividuen als die typische Zufallsverteilung. Dabei konnen wir
die Korpergrofe, die ein Mensch erreicht, doch nicht als rein
zufillig hinstellen. Im Gegenteil sind uns bestimmte Momente,
z. B. die Korpergrofe der Eltern, bekannt, die einen Einfluff auf
das korperliche Wachstum ausiiben. Diesen und dhnlichen Ein-
fliilssen nachzugehen, war hier nicht unsere Aufgabe. Es scheint
aber notig, zum Schluf auf ihr Bestehen noch nachdriicklich hin-
zuweisen, damit nicht der Eindruck entsteht, als solle aus dem
Vergleich mit dem Schema der Gliicksspiele, der uns fiir die ma-
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thematische Behandlung die Handhabe gegeben hat, eine innere
Gleichartigkeit gefolgert werden, als solle verkannt werden, wie
ungleich verwickelter in ihrer inneren Beschaffenheit die Vorgén-
ge in der menschlichen Gesellschaft sind, als die wenigstens beim
ersten Anblick sehr einfach scheinenden Vorgéange der Urnenzie-
hungen.
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