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[. Einleitung.

§ 1.
Stellung der Aufgabe.

Das Ziel, das die vorliegende Arbeit im Auge hat, ist moglichst allgemein gefasst
das folgende:

Wir betrachten eine beliebige Gruppe von linearen Transformationen; sie werde mit
I' bezeichnet und es soll S eine aus der Gesamtheit derselben beliebig herausgegriffene
spezielle Transformation bedeuten. Nun suchen wir im zwei- oder mehr-dimensionalen
Raume R jeder Transformation S der Gruppe I' eindeutig ein geometrisches Gebilde o
zuzuordnen. Dasselbe kann je nach Wahl ein Punkt, eine Linie, eine Flédche oder ein drei-
oder mehr-dimensionierter Korper sein. Nehmen wir den Raum R, wie das spéter auch
wirklich geschehen wird, so an, dass in ihm die Gruppe T' eigentlich diskontinuierlich ')
ist, dann wird ¢ in irgend einem Zusammenhange stehen mit dem Diskontinuitétsbereich
derselben. Umgekehrt entsprechen dann auch jedem Gebilde o ein oder mehrere jedoch
nur endlich viele Transformationen S.

Nunmehr betrachten wir irgend eine Klasse von Formen, f sei ein beliebiges Indivi-
duum derselben, und suchen auch im Raume R ein zweites geometrisches Gebilde, das
wir der Form f eindeutig als Reprisentanten (f) derselben zuordnen wollen.

Wenn wir o und (f) geeignet wéhlen, so wird es immer méglich sein, eine einfache
Invariante zwischen ihnen zu finden, und in dieser erhélt dann die Theorie der Trans-
formationen, die der Gruppe I' angehoren, fiir eine Form der betreffenden Klasse eine
sichere Basis. Vermutlich wird es auch moglich sein, eine Invariante zu finden, die in ir-
gend einer Weise die Punkte des Diskontinuitédtsbereiches der Gruppe I' charakterisiert.

Handelt es sich z. B. um die Gruppe der reellen unimodularen Substitutionen, ange-
wendet auf irgend eine binére quadratische Form, so geniigt es, als Raum R die Ebene
anzunehmen ?); besitzt jedoch die Gruppe I' und mit ihr die Formenklasse einen man-
nigfaltigeren Aufbau, so reicht die Ebene zur Interpretation nicht mehr aus, wir miissen
den Raum von drei und mehr Dimensionen zu Hiilfe nehmen.

In der hier vorliegenden Abhandlung ist das eben ausgesprochene Problem geltst
fiir den Fall, dass die betrachtete Form eine definite Hermitesche Form, bezw. eine

1) Der Begriff ,,eigentlich diskontinuierlich“ ist entnommen aus dem Buche: ,,Vorlesungen iiber die
Theorie der automorphen Funktionen“ von Fricke und Klein; vgl. daselbst I. Band, pg. 62 u. ff.

Da wir spéterhin noch gelegentlich auf dieses Werk zu verweisen haben, so wollen wir es kiinftig kurz
mit Aut. I (bezw. Aut. II) bezeichnen, unter Anfiigung der beziiglichen Seitenzahlen.

2) Vgl.: ,Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen“ von Klein. Dort ist die

Theorie der fraglichen Transformationen vollstindig iibertragen auf Untersuchungen in der sog. (-
Halbebene, bezw. im Innern einer Ellipse, die als absolutes Gebilde einer hyperbolischen Massbestim-
mung anzusehen ist.
Vgl. auch die Abhandlung: ,Uber die Reduktion der bindren quadratischen Form® von Hurwitz, in
Bd. 45 der Math. Annalen. Diese letztere kniipft ihre Untersuchungen ganz an die Betrachtung der
hyperbolischen Ebene. Von einer Invariante zwischen o und (f) wird in keiner der beiden eben zitierten
Abhandlungen Gebrauch gemacht. Dagegen hat mir Herr Hurwitz ein noch unveréffentlichtes Manu-
skript zur Einsicht iiberlassen, worin auf eine solche Invariante wenigstens fiir den Fall der definiten
bindren quadratischen Form hingewiesen ist.



Dirichletsche Form ist, wihrend die Gruppe I' alle linearen Transformationen

u_ozu’—i—ﬁ
U+

umfasst, deren Koeffizienten der Bedingung geniigen

ad—ﬁ’V:L

und die entweder ganze komplexe Zahlen oder aber ganze Zahlen von der Gestalt
u + o - v sind, wo g eine imaginédre dritte Einheitswurzel bedeutet. Der Terminolo-
gie von Fricke folgend, haben wir im Titel die erstere Gruppe als Picardsche Gruppe
aus dem Zahlkorper der vierten, die letztere als Picardsche Gruppe aus dem Zahlkorper
der dritten Einheitswurzel bezeichnet; doch werden wir fernerhin, wo eine Zweideutig-
keit ausgeschlossen ist, die erstere Gruppe, wie allgemein gebréuchlich, kurz Picardsche
Gruppe nennen.

Im ersten Abschnitte, Kap. I § 6 auf p. 76 u. ff. der Aut. I. Bd. haben die Verfasser
bereits ausgesprochen, dass die Picardsche Gruppe erst im drei-dimensionalen Raum
(dort ¢(-Halbraum genannt) eigentlich diskontinuierlich ist.

Wiéhrend fiir die rein geometrischen Einsichten, die die Verfasser in dem eben zitier-
ten Werke bezwecken, die Anschauung im ¢-Halbraum ihre unbedingten Vorteile hat,
empfiehlt es sich, den vorstehenden Untersuchungen nicht diesen (-Halbraum zu grunde
zu legen, sondern vielmehr das Innere einer Kugel, die wir als absolutes Gebilde einer
hyperbolischen Massbestimmung ansprechen wollen. Das Kugelinnere ist dann unser
Raum R.

Die geometrischen Repriasentanten o und (f) werden dann einfacheren Charakters,
und mit diesen auch die Invarianten, auf die wir die Theorie der Transformationen
basieren.

§ 2.

Darstellung der komplexen Zahlen durch die Punkte einer Kugel. ')

In § 1 wurde erwihnt, dass wir unsere Untersuchungen vorteilhaft ankniipfen an die
Betrachtung eines hyperbolischen Raumes. Unser erstes Ziel ist die Einfithrung dieses
Raumes.

Die Ebene der komplexen Zahlen u sei £ n-Ebene
in einem rechtwinkligen rdumlichen Koordinatensy-
stem (£ n0) derart, dass die £&- und die n-Achse dieses
letztern sich decken sollen mit der Achse der reellen
bezw. derjenigen der rein imaginédren Zahlen.

Durch stereographische Projektion vom Punk-
te (001) aus ordnen wir eindeutig jedem Punkte der
Ebene der komplexen Zahlen einen Punkt der Kugel

R4+ +62=1

zu; R sei abkiirzende Bezeichnung fiir dieselbe.

1) Man vgl. dazu Aut. I, p. 44 u. ff.



Ist u die komplexe Zahl, die einem bestimmten Punkte der £ n-Ebene entspricht, so
soll dieselbe Zahl auch dem korrespondierenden Punkte von K als Parameter beigelegt
werden. Der Kiirze des Ausdruckes wegen wollen wir auch fernerhin unter « nicht nur
den Parameter des Kugelpunktes, sondern auch diesen selber verstehen.

Ist u eine beliebige komplexe Zahl, so soll in Zukunft immer die Anfiigung des
Index 0 an dieselbe, also ug, die zu jener konjugiert komplexe Zahl bedeuten.

Zwischen den Koordinaten (£76) und dem Parameter u des Kugelpunktes findet
man die folgenden Beziehungen

§  u+tug i U — Up

1—-0 2 1—-0 21

und aus diesen folgt an Hand der Gleichung fiir R:
140:6+in:&—in:1—0 =wuug:wu:ug: 1. (1)

Sind (£76) die Koordinaten eines beliebigen Raumpunktes, so wollen wir vier Zahlen
(xyyoz), von denen x und z reell, y und yo aber konjugiert komplex sind, bilden, die
den Proportionen

xiy:y:z=14+0:{+in:&—in:1—140 (2)

geniigen. Sie sind dadurch bis auf einen reellen, unbestimmt bleibenden Faktor eindeu-
tig bestimmt. Wir sprechen dieselben an als homogene Koordinaten des betreffenden
Punktes. Das hierbei zugrunde gelegte Koordinatentetraeder ist gebildet von Tangen-
tialebenen in den Punkten 0 und oo an die Kugel £ und von zwei konjugiert imaginéren
Ebenen, die sich in der #-Achse des urspriinglichen Koordinatensystemes schneiden; es
sind die durch die #-Achse an die Kugel K gehenden Tangentialebenen.

Zufolge (1) und (2) werden die homogenen Koordinaten des Kugelpunktes u aus

Ty Yoz =uUlg:u:U: L (3)
erhalten, woraus umgekehrt
u:y7 uoz@, U’LL[):E (4)
z z z

folgt. Wie man aus (4) ersieht, geniigen die Koordinaten der Kugelpunkte der Gleichung

yyo — vz =0, (5)

es ist dies die Gleichung der Kugel £ in unsern Koordinaten.

Diese Kugel werden wir in der Folge ansehen als absolutes Gebilde einer hyperboli-
schen Massbestimmung, die im Innern von R reell sein soll, und diesen hyperbolischen
Raum fassen wir auf als denjenigen Raum R, von dem wir im vorangehenden Paragra-
phen gesprochen haben.

Wir wollen noch einige Bemerkungen folgen lassen.

Nach (2) ist

yyo — xz = (& + 1>+ 67 — 1),



wo o einen reellen Proportionalitdtsfaktor bedeutet. Fiir Punkte im Innern von R ist
& +n*+6%—1<0, daher:
1. Bemerkung. Ist (zyypz) ein Punkt im Innern der Kugel R, so geniigen seine
Koordinaten der Ungleichung
yyo — xz < 0. (6)

Da es bei den homogenen Koordinaten eines Punktes nur auf das Verhéltnis (z :
Y : Yo : z) ankommt, so kann man ohne Stérung der Allgemeinheit ein fiir allemal die
Voraussetzung treffen = 0. Wir sagen:

2. Bemerkung. Sind (xyyz) die homogenen Koordinaten eines beliebigen
Raumpunktes, so soll immer z = 0 sein. Ist dieser Punkt ein innerer Punkt der Kugel &,
so folgt aus (6), dass nicht nur z > 0 ist, sondern auch z > 0 sein muss.

Ferner, sind (abbg ¢) die homogenen Koordinaten eines beliebigen aber festen Punk-
tes, und sind ferner v und v komplexe Veridnderliche, dann kann man die Koordi-
naten eines variablen Punktes (zyyo 2z) der Kugelfliche in folgender Weise durch die
Verédnderlichen u und v ausdriicken

T Y Yoz = VU —UV 1 —UVg : Ul (7)

— vgl. (3) indem man dort an Stelle von u — Y einsetzt. — Nun ist die Gleichung der

U
Polarebene des Punktes (abbo c) beziiglich der Kugel & in den laufenden Koordinaten
(x,y,yo, z) die folgende

cx — boy — byo + az = 0. (8)

Fiir alle Punkte des Raumes, die auf ein und derselben Seite dieser Ebene liegen, hat
daher das Polynomen der linken Seite von (8) besténdig dasselbe Vorzeichen. Setzt man
nun an Stelle von (zy yo z) geméss (7) die Variablen v und v ein, so wird der Ausdruck

auugy + buvy + byugv + covvg 9)

fiir alle Kugelpunkte, die auf derselben Seite der Polarebene des Punktes (a b by ¢) liegen,
dasselbe Vorzeichen besitzen.

Hat mithin die Polarebene (8) mit der Kugel 8 keinen Punkt gemeinschaftlich, so
hat fiir alle Punkte derselben das Polynom (9) dasselbe Vorzeichen. Nach Bemerkung 2
ist @ > 0, so erkennt man, dass etwa fiir den Kugelpunkt (0001), wo u =1, v = 0 zu
nehmen ist

auug + buvg + bougv + cvvg = a > 0

wird. Es folgt daraus:
3. Bemerkung. Ist der Punkt (abbgc) ein innerer Punkt der Kugel, geniigen
also seine Koordinaten nach (6) der Ungleichung

bby — ac < 0,
dann ist fiir alle Punkte von R, d. h. fiir alle Werte von u und v die Ungleichung erfiillt

auug + buvg + byugv + cvvg > 0.



§ 3.
Hiilfssatz.

Wir lassen hier zunéichst einen Hiilfssatz folgen, der sich bezieht auf das Minimum
einer rationalen homogenen Funktion, wenn die Verdnderlichen nur diskrete Wertesy-
steme durchlaufen.

Der Kiirze des Ausdruckes wegen wollen wir n beliebige reelle Werte (27 x2 ... )
als Koordinaten eines Punktes P im n-dimensionalen Raum auffassen. Mit M wollen
wir die Gesamtheit derjenigen Punkte bezeichnen, fiir welche

i+ as+ a2l =1

erfiillt ist.

Es sei nun F eine reelle, ganze, rationale, homogene Funktion N*" Grades, wo
N > 0 vorausgesetzt werde, der n Verdnderlichen z1 x5 ... z,.

F wird innerhalb der Menge M ein gewisses Minimum m und ein gewisses Maxi-
mum M erreichen, die beide dasselbe Vorzeichen haben!) und es ist dann fiir jeden
Punkt von M

mS F(ryxg...x,) S M

erfiillt.

Bedeuten nun x; x5 . . . x,, die Koordinaten eines beliebigen Punktes des Raumes, der
vom Punkte 1 = x5 = --- = x,, = 0 verschieden ist, so lisst sich der Faktor ¢ immer
so bestimmen, dass der Punkt oxq, oxs, ... ox, der Menge M angehért, es muss nur

1
Q:
Vol +axi+ a2

sein. Da nun N der Grad der Funktion F' ist, so muss fiir einen solchen Punkt die
Beziehung m < oV - F(xy x5 ... 1,) < M oder also

N N
m-\/x%+x§+~-+x3 §F(m1x2...xn)§M\/x%+x§+~--+x3 (1)

erfiillt sein.

Nimmt man nun an x; x5...x, seien nicht kontinuierlich verénderlich, sondern es
handle sich nur um solche Wertesysteme x; x5 ... x,, die aus n ganzen rationalen, nicht
samtlich verschwindenden Zahlen gebildet sind; dann gilt der Satz:

,Es wird F(xy x5 ... x,) fir ein oder mehrere, aber immer nur fiir endlich
viele solcher Wertesysteme zu einem Minimum.*

Denn, sei G der Wert, welchen F(x1z5...x,) fiir irgend ein ganzzahliges System
vy =20, 19 = 2Y, ..., 2, = x?l annimmt, diejenigen Wertesysteme xq x5 ... x,, fir
welche

F(xll'g...xn) g G
wird, miissen dann zufolge (1) auch der Bedingung

N
m-\/x%+x§+---+x% <G

1) Wir wollen das + voraussetzen.



geniigen. Da nach Voraussetzung m > 0 und N > 0 ist, so erkennt man, dass es solcher
Wertesysteme nur endlich viele geben kann, und unter diesen miissen auch diejenigen
enthalten sein, fiir welche F'(x1 x5 . .. z,) zu einem Minimum wird, womit die Richtigkeit
des obigen Satzes bewiesen ist.

§ 4.
Der hyperbolische Abstand des Punktes (a' V' b, ¢’) von der Sehne
(0, 00).

Wie schon frither angedeutet, fassen wir nun das Innere der Kugel K auf als hyper-
bolischen Raum. (a' ¥’ bj, ¢’) seien die Koordinaten eines beliebigen Punktes P’ dessel-
ben, gy = (0, 00) soll die im Innern von K gelegene Verbindungssehne der Kugelpunk-
te 0 und oo bedeuten. Die Entfernung des Punktes P’ von der Sehne oy wird dann
in der folgenden Weise erhalten. Wir denken uns die Polare 79 zu o konstruiert, es
ist das die unendlich ferne Gerade der &n-Ebene des urspriinglichen Koordinatensy-
stems. o9 und 79 bestimmen dann mit dem Punkte P’ je eine Ebene, diese beiden
Ebenen schneiden sich in derjenigen Transversa-
len ¢, die durch P’ hindurchgeht, die Sehne &g | %
schneidet und ausserdem parallel ist zu der schon

genannten & n-Ebene. Sei R’ der Schnittpunkt von @ : 2 '__ip Q* t
t mit oy und seien ausserdem (); und @)y die bei- ;
den (reellen) Schnittpunkte der Transversalen ¢ '
mit K, so wollen wir mit V' das Doppelverhéltnis
P— R—-@
V =(P'R = :
RO =50, "0,

bezeichnen. Die gesuchte Entfernung wird dann, abgesehen von einem konstanten Fak-
tor, gleich
lgV].

Dieselbe ist im wesentlichen nur von V' abhéngig, sie d&ndert sich daher bei projek-
tiven Umformungen von V' nicht.

Sind nun (£76) die rechtwinkligen Koordinaten von P’; so sind (006) diejenigen
des Punktes R'; sind also (a' b’ by ') die homogenen Koordinaten von P’ so folgt aus
(2) § 2, dass (a'00(¢’) diejenigen von R’ sein miissen.

Die Gleichungen von t lauten daher, unter A einen Parameter verstanden,

r =(1+Nd
y = v
Yo = by
z =1+

Um die Koordinaten von )7 und ()3 zu erhalten oder in letzter Linie das Dop-
pelverhiltnis V', setzen wir die Ausdriicke fiir z usw. ein in die Gleichung der Kugel
((5) § 2) und erhalten

(1+N)?-dd =y =0,
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woraus
AN}
b,

Mz =-1%4/—7

folgt. Anderseits wird das Doppelverhéltnis

A
V=(PRQ Q)= (000N = A—l
2
so dass, wenn man die Werte fiir A\; und Ay oben entnimmt und einsetzt,
144/ 2%
V=—_Va&e
1— /2
herauskommt.
Setzen wir fiir einen Augenblick
[ b'b;
0 _
a'c
so geniigt x der Ungleichung
0 k<1

Denn es ist (a'b' b, ) ein Punkt im Innern von &, seine Koordinaten geniigen mithin
der Ungleichung b’ b, — a’ ¢ < 0, vgl. (6) § 2, woraus die Bedingung fiir x als Korollar
sich ergibt.

Die Funktion e* besitzt die Eigenschaft, dass (fiir reelle Werte von z) immer wenn

!
2> z auch ¢ > ¢*

ist. Daraus folgt nun: Sind x und ' die Werte, die Z,,Zf? annimmt fiir einen ersten und
fiir einen zweiten Punkt, und soll die Entfernung des zweiten Punktes von oy grosser
sein als die des ersten Punktes, dann muss
1+ K 1+k

> lg
1—~w

sein, und dieselbe Ungleichung muss auch erfiillt sein, wenn man die linke und die rechte
Seite je zum Exponenten von e erhebt. So kommt man auf die Bedingung

14k  1+k

1—x"" 1=k

oder indem man mit den stets positiven Nennern erweitert und zusammenzieht,

|
& 1—x

K > K.

Daraus folgert man: Soll innerhalb eines Systemes von Punkten die Entfernung des
Punktes P’ von der Sehne o ein Minimum werden, so muss notwendig x selber ein
Minimum werden, oder aber es muss auch x? — 1 ein Minimum werden. — In der Tat,
ist K" > K, so kann nie k2 — 1 > Kk — 1 sein, wie man sofort verifiziert, wenn man die
Ungleichung p. 10 unten, der sowohl x als k' geniigen, mit beriicksichtigt.

Es ergibt sich mithin der Satz:

Ib !/

. . . —ac . .. .

kleinste sein, so muss der Quotient ————— ein Minimum sein.“
a'c

»S0ll die Entfernung des Punktes (a' ') ¢’) von der Sehne (0,00) eine
/
0
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§ 5.

Die hyperbolische Entfernung der Sehne (a' V' ¢’) vom
Mittelpunkt M, der Kugel R.

Es seien o' b’ ¢’ die komplexen Koeffizienten der quadratischen Gleichung
aC*+20¢C+c =0. (1)

Sind dann ¢; und (, die Wurzeln der Gleichung (1), so entsprechen denselben zwei
bestimmte Punkte der Kugelfliche K. Wir denken uns dieselben durch eine Gerade ver-
bunden. Auf diese Weise kann jeder Gleichung (1) eindeutig eine Sehne im Innern von K
zugeordnet werden. Wir wollen dieselbe durch (a' 0’ ¢) bezeichnen. Ist die Diskriminan-
te b> — a’d der obigen Gleichung von Null verschieden, so hat die Sehne (a’ V' /) mit
dem Innern der Kugel immer Punkte gemein.

Wir suchen nun die Entfernung des Mittelpunktes M, der Kugel & von der Seh-
ne (a't/ ). Sie wird auf folgende Weise erhalten. Man denkt sich die Polare p’ zu
(@' V' ') konstruiert und bestimmt dann diejenige Transversale ¢ durch My, die sich als
Schnitt der beiden Ebenen (Mo, (a’'b' ¢’)) und (My, p') ergibt. Sei F’ der Schnittpunkt
von t mit (a’ ¥’ ¢’), und seien (); und Q)2 diejenigen von ¢ mit K, dann ist, abgesehen von
einem unwesentlichen konstanten positiven Faktor, die gesuchte Entfernung gegeben
durch

g V],

wo V' das Doppelverhéltnis bedeutet
F'—Qy My— Oy
Fr—Qy My—Qy

Sind (a, b, by, ¢) die homogenen Koordinaten eines Punktes der Kugel &, dann wird
die Gleichung der Tangentialebene in diesem Punkte die folgende

V= (F'"MyQ:Q2) =

cx — by — byg +az = 0.

Nun haben die Endpunkte der Sehne (a' b’ ¢), — das sind die Schnittpunkte derselben
mit & — die folgenden Koordinaten

C1C10>C1>C10 bezw. C2C20, G2, CQoa 1

vgl. (3) § 2. Nimmt man (aus (1)) etwa

- D b —+vD
:%\/_, QQZT\/_, wo D =0b?—dd,

G
so werden dieselben Koordinaten ausgedriickt durch o', ', ¢ und D
Wby + /DDy — (V\/Dy + bV D), ay(vV'D—V), d(/Dy—b), dd
bezw.

Vb + /DDy + (V\/Do +b)V'D), —ay(VD+V), —d(\/Dy+1b), dad.
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Die Polare p’ ist nun bestimmt durch die beiden Gleichungen

d'ajx —a' (/Do — by)y — ag(\/ﬁ —)yo
+ [+ /DDy — (¢'v/Dy + bVD)| 2 = 0

d'ayr + a' (/Do — b))y + al(vV'D — )y,
+ [b’b’O + /DDy + (b'/ Dy + bg\/ﬁ)} z=0.

Bezeichnet man fiir einen Augenblick die Polynomen der linken Seiten dieser Gleichun-
gen mit £, und bezw. t5 und ist A ein reeller Parameter, so gibt

tl—)\tQZO

eine durch p hindurchgehende Ebene. Wir verfiigen nun iiber A so, dass dieselbe durch
den Punkt Mj hindurch geht, also fiir die Koordinaten (1,0, 0, 1) erfiillt ist. Die beziig-
liche Bedingung nach A gelost ist

_ day+ by + /DDy — (V//Dy + byV/D)
a'ahy + b'by + /DDy + (V'y/Do + byv/D)
Setzt man diesen Wert von A ein in t; — Aty = 0, so wird die Gleichung der Ebe-
ne (Mo, p') die:
('\/Do + by)v/D)x — (a' /Dy — c¢yvV/'D)y
— (VD — ¢/ Do)yo — (V'/Dy + b,v/D)z = 0.

Ferner sind die Gleichungen der Sehne (a' V' ¢’) ausgedriickt durch einen Parameter u
die folgenden

— (Wb}, + /DDo)(1 + ) — (b'\/Dy + byV/D)(1 — p)
y = —agl/(1+ p) + agV'D(1 — p)
Yo = —a'by(1 + 1) + a'v/Do(1 — 1
z =day(l+ p).

Indem man diese Ausdriicke einsetzt in die Gleichung der Ebene (M, p'), findet man
zuerst den Parameter p aus der Proportion

14+ p:1—p=da,+bb,++/DDy: b'\/Dy+b)vD

und nachdem man dies oben substituiert, hat man die Koordinaten des Schnittpunk-
tes F’ selber; ndmlich
x =bby+ ey + /DDy
y = —(agh’ + bpc')
yo = —(a'by +b'ch)
z =dag+ Vb +/DDy.

(2)
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Nun sind zwei Punkte My und F” von t bekannt, die Gleichungen der Transversalen
werden daher

x =bby+ch+ /DDy — A
= —(agh’ + byc')

Yo = —(a'by + V'cp)

z =day+ 0+ /DDy — A

unter A ein Parameter verstanden. Um nun ); und ()2, und schliesslich V' zu erhalten,
setzen wir diese Ausdriicke ein in die Gleichung yyo — zz = 0 von K, und erhalten dann

eine quadratische Gleichung fiir A. Die ist, nach einfacher Umrechnung des bekannten
Gliedes

A2 — Nd'aly + 206y + ¢y + 20/ DDy) + /D Dold a}y + 26}, + ¢y + 21/ DDy = 0.
Die Diskriminante dieser quadratischen Gleichung ist
(d'aly 4 20"}, + ¢ + 27/ DDy)(d'aly + 26V + ¢y — 24/ DDy).
Seien Ay und Ay die Wurzeln der obigen Gleichung in A, so wird endlich
V= (000 Ap) =

oder also

1+ a’af+2b'b{+c'c{,—2/DDq
V= a’af+2b'b{+c’'c{+2v/DDg

1_— a’ a+2b'b(+c' ¢, —2/D Do
a’ al+2b'b{+c'c{+2v/DDg

Dieselbe Diskussion wie am Schluss des vorangehenden Paragraphen ergibt: es muss

—4v/D Dy
a'aly, + 206 + ¢l + 2+/ DDy

ein Minimum werden, wenn V' ein Minimum werden soll.
Wie man leicht erkennt, ist dies dann der Fall, wenn

4/DD, 4,/DD, 2

ein Minimum wird, woraus sich die Richtigkeit des folgenden Satzes ergibt:

a'ag + 200y + c'cy + 2/ DDy d'ag 4 20'b + ' N 1

»S0ll die Entfernung der Sehne (a’ b’ ¢) vom Mittelpunkte M eine klein-
ste sein, so muss der Quotient
a'af + 20'b, + ¢,
DDy

ein Minimum werden.“
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§ 6.
Lineare Transformationen.

In § 2 haben wir erstlich die Ebene der komplexen Zahlen auf die Kugel R iibertragen
und sodann fiir jeden Punkt des Raumes vier Zahlen (z, y, yo, z) bestimmt, die wir als
homogene Koordinaten desselben ansprechen. Das entsprechende Koordinatentetraeder
steht, wie dort schon erwdhnt wurde, in enger Beziehung zur Kugel R.

Es soll nun gezeigt werden, dass jeder linearen Substitution der komplexen Verdnder-

lichen

U = M’ (1)

YU + 0
deren Determinante
S| =ad—By+0
ist, und deren Koeffizienten «, (3, 7y, 6 beliebige komplexe Zahlen sind, eine Kollineation
des Raumes eindeutig zugeordnet werden kann.
Es sei noch S die Bezeichnung sowohl fiir das System

a f
v 0
als auch fiir die Substitution (1), die wir gelegentlich auch kurz durch

u = S(u) (1)

a1 ﬁl
S pu—
! (71 51)

ein zweites solches System, bezw. eine zweite lineare Transformation, so entsteht durch
Kombination von S und S; die folgende

(v + By)u + (afy + B01)
(yau 4 0y)u+ (01 + 661)

Sie ergibt sich durch Zusammensetzung der Systeme S und 57, wie

(04 5) <041 ﬁl) _ (04041 + 087 ab +551)
v o) \m & yoy + 0y B+ 0oy

zeigt. Die kombinierte Transformation sei mit S.S7 bezeichnet, es gilt

1951 = [S]-15:]. (2)

andeuten werden.
Ist nun

SSl(U) =

Durch die Substitution S wird eindeutig einem Kugelpunkt u ein zweiter Kugelpunkt
u’ zugeordnet. Sind (xyyo z) die homogenen Koordinaten von u (z'y' y; 2) diejenigen
von v/, so folgt aus (1) oben und aus (3) § 2.

' = acpr + afoy + aByo + Bz
Y = ayor + adoy + Broyo + Bz
Yo = aovx + Boyy + adyo + Fodz
2 =0t + vy + 00yo + 60z
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wobei ein gemeinschaftlicher reeller Faktor von 2’y 1y, z, der unwesentlich ist, unter-

driickt wurde.

Das Gleichungssystem (3) stellt eine lineare Transformation der homogenen Koor-
dinaten des Kugelpunktes u dar. Wir wollen dieselbe auch mit S bezeichnen, und es
soll etwa das ganze Gleichungssystem (3) kurz

(@'Y yo ") = S(zyyo 2) (3)

geschrieben werden.

Der némlichen linearen Transformation (3) wollen wir nun auch die Koordinaten
eines beliebigen Raumpunktes unterwerfen. Es bedeutet dann (3) eine Kollineation des
Raumes, die auch mit S bezeichnet werden soll. Sie fithrt die Kugel K in sich iiber.

Sei Y irgend ein System von Punkten, beispielsweise ein geometrisches Gebilde, 3/
das aus Y durch S hervorgehende, so soll

> = S(%)

gesetzt werden.

Aus dem Vorangehenden folgt nun, dass es moglich sein wird, die Theorie der linea-
ren Transformationen in Beziehung zu bringen mit denjenigen projektiven Umformun-
gen des Raumes, die eine Kugel in sich transformieren. Die projektiven Invarianten, die
wir in den beiden vorigen Paragraphen gewonnen haben, konnen uns daher bei dieser
Theorie erwiinschte Dienste leisten.

[I. Die Picardsche Gruppe.

§ 7.
Aufstellung der Picardschen Gruppe.

Zu der Picardschen Gruppe sollen alle diejenigen Substitutionen

(02

gehoren, bei welchen a3+ ganze komplexe Zahlen sind, die noch der Bedingung
geniigen ad — 7y = £1. Da in S nur das Verhéltnis o : 3 : v : § wesentlich ist, so
kann man sich beschrénken auf

S| =ad — By =1. (2)

Denn ist |S| = —1, so geniigt es, o 3y0 mit ¢ zu erweitern, um zu erreichen, dass (2)
erfiillt ist. Bei gegebener Substitution S sind dann a3+ bis auf ihr Vorzeichen be-
stimmt. Die Gesamtheit der Transformationen (1) der Picardschen Gruppe sei abkiirz-
end mit I'!) bezeichnet.

11 Vgl. Aut. I, p. 76 u. ff. Die Gruppe, die wir hier I' bezw. T’ bezeichnen, ist dort I'y bezw. I'
benannt. Dagegen machen wir hier von denjenigen Gruppen, die dort mit I" bezeichnet sind keinen
Gebrauch.
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Die Diskussion der spéter folgenden Untersuchungen kann oft dadurch vereinfacht
werden, dass man nicht nur die Substitutionen der Gruppe I' zulésst, sondern dass man
zu diesen noch diejenigen hinzunimmt, deren Koeffizienten ganze komplexe Zahlen sind,
von der Determinante

ad — [y =1
— der Fall ad — py = —i ist offenbar darin inbegriffen. — Wir wollen, um uns spéter
leicht orientieren zu konnen, eine solche Substitution als zur Gruppe I' gehorend be-
zeichnen.

Dass die Substitutionen von I' sowohl wie die von I' eine Gruppe bilden, folgt aus
(2) § 6 sofort, und man erkennt auch: es ist die Gruppe I' eine Untergruppe von I

In der Hauptsache sollen die spéter folgenden Untersuchungen an die Gruppe I' ge-
kniipft werden; insbesondere wollen wir die Schlussergebnisse auf sie beziehen. Es moge
noch folgende Festsetzung getroffen werden. S soll fernerhin im allgemeinen immer eine
Substitution der Gruppe I' andeuten; doch behalten wir uns vor, damit gelegentlich auch
eine Substitution aus I' zu bezeichnen, in welchem Falle wir das ausdriicklich erwihnen

werden. T' dagegen soll eine beliebige ganzzahlige Substitution (?; b ) bedeuten, so

)
dass nur |T'| £ 0 ist.

Zunéchst wollen wir nun der vorangegangenen Aufstellung der Picardschen Gruppe
eine Erorterung folgen lassen, die zum Zwecke hat, jedem Individuum der Gruppe I’
ein solches geometrisches Gebilde eindeutig zuzuordnen, das uns spéter eine Invariante
liefern wird, die in einfacher Weise die Punkte des Diskontinuitatsbereiches der Gruppe
I' charakterisiert.

Ist u = = eine rationale komplexe Zahl, so kann man p und ¢ als ganze komplexe

Zahlen annehmen, die keinen gemeinschaftlichen Teiler besitzen ausser den Einheitsfak-

toren. Man nennt dann P einen reduzierten Bruch. Bei einem solchen sind Zahler und
q

Nenner bestimmt bis auf eine Potenz von i, so dass u =

e |

gesetzt werden kann, wo

1€ q
e =0, 1, 2, 3 zu nehmen ist.

Wir machen fiir die Zukunft die Voraussetzung, dass wenn von der rationalen Zahl

u=" die Rede ist, P als reduzierter Bruch angenommen ist.
q

q
Zwei rationalen Punkten u = ]—9, v="_der Kugel K wollen wir die im Innern der-
q s
selben gelegene Verbindungssehne o = (ZZ, f) zuordnen. Der Wert der Determinante
q s

ps—qr moge Invariante der Sehne o heissen. Die Invariante ist, nach einer fritheren
Bemerkung, bei gegebener Sehne nur bis auf einen der vier Faktoren 1, ¢ bestimmt,
und sie dndert auch ihr Vorzeichen, wenn die Endpunkte der Sehne mit einander ver-
tauscht werden.

Ist die Invariante einer Sehne o eine Einheit, also 1, —1, i, oder —i, so soll dieselbe
Elementarsehne genannt werden. Aus derselben vorangehenden Bemerkung folgt
dann auch, dass man die Parameter u und v einer Elementarsehne ¢ immer so ansetzen

kann, dass die Invariante ps —gr = 1 wird; und zwar ist dieser Ansatz immer vierdeutig,

A ¢
wieu =2 p="""" woe=0, 1,2, 3 ist, lehrt.

1€ q 17 €8
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10
Die Sehne ¢ = (6’ 1) = (00, 0) ist eine solche Elementarsehne, wir wollen diese

Fundamentalsehne heissen.
Sei
au + 8

/

u =
yu + 0
eine Substitution S, dann geht durch dieselbe ein rationaler Punkt u der Kugel R iiber
7’) ,
in

in einen andern ebenfalls rationalen Punkt «’ von K; und es geht die Sehne <
q s

/ /

,
eine neue Sehne (—/, —/) iiber. Eine einfache Rechnung zeigt, dass
q" s

p's' —q'r’" = (ad — By)(ps — qr)

wird, woraus folgt

1. Satz: ,,Geht durch eine Substitution S eine Sehne (Z—j, t) in die andere Sehne
q’ s

/ r/

<Ii/, —/) iiber, so haben die beiden Sehnen dieselbe Invariante. Insbesondere geht
q

daher durch eine Substitution S') eine Elementarsehne immer wieder in eine Ele-

mentarsehne iiber.*

Es sollen nun alle Substitutionen 7' aufgesucht werden, die eine gegebene Elemen-

,
tarsehne o = (]—), —) aus der Fundamentalsehne o entstehen lassen.
q s

Es miissen dieselben der Gleichung

(Z—?, f) = T(c0,0) oder = T(0,00)
q’ s
geniigen. Kine spezielle derartige Substitution ist

, _ pu+tr
Cqu+s’

u

es ist dies eine S-Substitution, wir wollen sie mit

bezeichnen. Nun muss entweder

T(00,0) = S(00,0) oder T'(0,00) = S(o0,0)

sein. Im ersten Falle wird (0o, 0) = S™'T (o0, 0).

Bezeichnet man
S™IT = Uy, also dass T = SU,

1) Der Satz behiilt seine Richtigkeit, wenn wir S als eine Substitution der Gruppe I' ansehen.
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wird, so ist U; eine Substitution die der Bedingung geniigt U (00, 0) = (00, 0), und die

daher die Form haben muss o
!

U:T,

wo a und ¢ beliebige ganze komplexe Zahlen sind, die der Bedingung geniigen « -6 & 0.
Im zweiten Falle wird (0o, 0) = S™!T(0, o). Bezeichnet man hier

S7IT = U,, also dass T = SU,

wird, so ist die Substitution U, so beschaffen, dass Us(0, 00) = (00, 0) ist. U muss daher

die Form haben
,_ B
u = —
YU
wo auch 3 und ~ beliebige ganze komplexe Zahlen sind, die beide von Null verschieden
sein miissen. Es ergibt sich

2. Satz: ,,Alle Substitutionen T', welche die Sehne oy iiberfithren in die Sehne (E, C) ,
q s
ergeben sich durch Zusammensetzung der Substitution (]; Z) mit einer beliebi-

gen Substitution U, die eine der beiden typischen Formen

u = %, bezw. v = s
) YU

annimmt.“

 Greifen wir unter diesen Substitutionen diejenigen heraus, die der Gruppe I' bezw.
[ angehoren, so muss fiir diese

entweder ad =17 oder =1

beziiglich gy =17 , =1

sein. Man erhélt daher die folgenden acht Substitutionen
10 —i 0 0 —1 0 1
0 1)’ 0 )’ 1 0)’ i 0)’
i 0 10 0 —i 0 1
0 1)’ 0 i)’ 1 0)° —i 0)”’

die der Gruppe I' angehéren und von denen diejenigen der ersten Zeile in I' enthalten
sind. Sie fithren die Fundamentalsehne oq in sich {iber und es sind das auch die einzigen
derartigen Substitutionen der Gruppe I' bezw. I

Die vorangehende Diskussion hat auf eine Zuordnung gefiihrt zwischen Elementar-

sehne o und Substitution S = <Z

p T
Sehne (57 ;) entsprechen lassen. Man erkennt auch, dass b und i, die die End-
s

q
punkte der Elementarsehne ergeben, reduzierte Briiche sind, denn sonst kénnte nicht

Z) Wir kénnen némlich S die eindeutig bestimmte
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. . p TN . . . .
ps — qr = 1 sein. Umgekehrt, ist <5, g) irgend eine Elementarsehne, so konnen wir

ihr die folgenden S-Substitutionen zuordnen

(z{p Z’—er) und (—z.er Z._Ep) fure=0, 1, 2, 3.
rqg 1 S —1Ss 1 q

Da es nur auf das Verhéltnis der Koeffizienten ankommt, so erhalten wir daraus nur
die folgenden vier verschiedenen Systeme

p T —ip T —r p I
q s)’ \—iq i1s)]’ \—s q)  \is iq)"

Es ergeben diese gerade diejenigen vier Substitutionen der Gruppe I', die o( in

r
<§, g) transformieren. Es gilt daher

3. Satz: ,Jeder Substitution S ist eindeutig eine Elementarsehne zugeordnet; umge-
kehrt entsprechen jeder Elementarsehne vier S-Substitutionen.

§ 8.
Die Substitutionen U.

Wie im vorangehenden Paragraphen soll U eine Substitution bedeuten mit ganzzah-
ligen komplexen Koeffizienten, die die Fundamentalsehne o in sich transformiert.

Unter (U) fassen wir alle diejenigen Substitutionen U zusammen, deren Determi-
nante |U| = 1 oder = ¢ ist. Es ist dies das System der folgenden acht Transformationen

(1 0) (—z’ O) <z O) (1 O)
0 1)’ 0 /)’ 0 1)’ 0 2)’
0 , (1)
1 0 —1 0 —1 0 —1
Go) G Go) )

Sind U und U’ zwei beliebige dieser acht Substitutionen, so ist immer auch die zu-
sammengesetzte UU’ in (u/) enthalten. Denn man kann die allgemeine Substitution (1)
auch

u = iud

— woe=0,1,2,3; § = 1 oder = —1 zu nehmen sind — schreiben. Ist U’ = i€u? eine

zweite solche Substitution, so wird die zusammengesetzte

! . ! ! ! !
UU/ — ¢ (Zeué)(s — 4€ +ed’ | U&S

Y

besitzt also denselben Charakter, wie jede der Komponenten, woraus die Richtigkeit
der obenstehenden Behauptung folgt.
Die Transformationen (1) bilden daher eine Gruppe, die sich in folgender Weise

aufbauen lasst.
1 0 0 1
n=(o 1) w=(7 ) (2
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sind zwei spezielle Substitutionen dieser Gruppe von der Eigenschaft, dass die allgemei-
ne
U=U{U;, wor=20,1,2 3 s=0,1 (3)

sind, wird. — U und U, sind daher die erzeugenden Substitutionen von (U). In Tabel-
le (5) ist zu jeder der Transformationen (1) die zugehorige Gestalt (3) angegeben.

Sind (abby ¢) die homogenen Koordinaten eines Punktes und ist b = by 4 iby, so wol-
len wir in Zukunft, wo es passender ist, auch (a b; by ¢) als Koordinaten des betreffenden
Punktes ansprechen.

Es soll nun weiter untersucht werden, wie sich der Punkt (a by by ¢) gegeniiber den
Transformationen U; und U, oder also der allgemeinen Transformation U verhélt. Aus
dem Gleichungssystem (3) § 6, angewendet auf U; und Us (vgl. (2) oben), folgt:

Ui(abbyc) = (a, ib, —iby, c)

Us(abbyc) = (c, by, b, a) (4)

oder

Ui(abibyc) = (a, —ba, b, c) (4)
Us(abybyc) = (c, by, —ba, a),
d. h. die Koordinaten eines Punktes erleiden bei den Substitutionen U; und U, nur je
eine gewisse Vertauschung; bei der allgemeinen Substitution U muss jede dieser Ver-
tauschungen so oft wiederholt werden, als der beziigliche Index r und s angibt.
In der folgenden Tabelle sind die zu der allgemeinen Transformation U gehérenden
Koeffizientensysteme notiert, sowie die Vertauschungen, welche die Koordinaten (a b,
by ¢) eines Punktes dabei erleiden.

10 0
U{) (O 1) (&blbgc) ( l) a — bl —bQC
U 00 (a—by by c) Ul
"o 1 2 1 0
-1

(
U, ((Z) (Z)) (cby —bya) U, ((1’ ) c—bi bya)

0 —1 0
UlUQ (Z 0 ) (Cbg bl a) Ul UQ (1 0) (C bg —b1 CI,)

aby —b; )

Es sei noch erwihnt, dass wenn wir aus der Gruppe (U) diejenigen Substitutionen
ausschalten, die zu der Determinante |U| = i gehoren, wir auf eine Gruppe (U) gefiihrt
werden, deren Substitutionen auch in I' enthalten sind; es sind das die folgenden vier

Uy, Uz, Us, UzU,. (6)
Die vier ausgeschalteten Substitutionen
U, Uy, Ul Ul (7)

gehen gliedweise aus den vorangehenden hervor durch Anfiigung der Substitution Us.
Wie schon gesagt, sind U; und U; die erzeugenden Substitutionen der Gruppe (U).
Wir bemerken dazu:
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U, ist nichts anderes als eine Drehung des Raumes um die #-Achse des urspriinglichen
Koordinatensystemes, und zwar eine Drehung um 90°, U, dagegen bedeutet eine Um-
klappung des Raumes um die £-Achse um 180°.

Aus diesem Umstand, wie auch aus Tabelle (5) erkennt man die Richtigkeit der
folgenden Bemerkung.

1. Bemerkung. Von den acht verschiedenen Punkten, die einander aequivalent

sind durch die Substitutionen der Gruppe (U), geniigen die Koordinaten eines und nur
eines den Ungleichungen

a Z Cl); by > bg; by z —bs. (8)

Die nebenstehende Figur veranschaulicht den Be-
reich, dem die betreffenden Punkte angehdéren. Man
denkt sich den Punkt co der Kugel & verbunden durch
Ebenen mit den Radien OA und O B. Die obere
Halfte des keilformigen Kugelausschnittes, der zum Sek-
tor AO B gehort, mit Einschluss der Punkte der Ebe-
nen (O A B) und (00 O A) und Ausschluss derjenigen der
Ebene (00 O B) gehort dem durch die Ungleichungen (8)
charakterisierten Bereiche an.

Wie schon gesagt, gehdren von den acht Substitutio-
nen der Gruppe (U) vier der Gruppe I' an, es sind das die vier in der Gruppe (U)
enthaltenen (vgl. (6) oben). Es gibt daher zu einem Punkte (ab; bs ¢) vier Punkte, die
jenem aequivalent sind durch eine Substitution U, die in I' enthalten ist. Entnimmt
man aus (6) die beziiglichen Substitutionen und geht in Tabelle (5) iiber, so erkennt
man die Richtigkeit der folgenden Bemerkung.

2. Bemerkung. Von den vier verschiedenen Punkten, die einander aequivalent
sind durch die Substitutionen der Gruppe (U), geniigen die Koordinaten eines und nur
eines den Relationen

azc, by =0 9)

wo, wenn die Gleichheitszeichen eintreten, noch by 2 0 vorausgesetzt werden kann.

Der hierdurch charakterisierte Bereich ist im wesentlichen nichts anderes als derje-
nige Kugelquadrant, der von den Halbebenen herausgeschnitten wird, £ = 0 und 6 = 0,
und zwar von denjenigen Héilften, wo bezw. 6 = 0 und £ = 0 ist.

§ 9.
Minimum der Entfernung des Punktes (abbc) von der
Fundamentalsehne o.
Wir suchen in diesem Paragraphen eine moglichst einfache Ungleichung herzuleiten,

die ausdriickt, dass der Punkt (abbgc), der im Innern der Kugel K liegen soll, von der
Fundamentalsehne o eine kleinere oder doch nicht grossere Entfernung hat als von

jeder andern Elementarsehne o = (g, é)
v o

1) Ist in (8) a = ¢, so muss der Eindeutigkeit wegen noch etwa by < 0 vorausgesetzt werden.
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Bezeichnen wir mit S die Substitution, deren Schema (3 ?) ist, so wird dasjenige

51— (_f _ﬁa) | (1)

Sei (a’ V' bj, ') derjenige Punkt, der aus (abbgc) durch die Substitution S~! hervor-
geht, so berechnet man an Hand von (3) § 6.

der dazu inversen Substitution

CL/: a‘550—b'605—b0'5(50 +C'ﬂﬁo
bV =—a-7%0+b-agd +by-fy —c-af
by =—a -0 +b- Byy + by - ady —c-afy

d = a-vy—Db-agy—Dby-ay+c-aaq,

und daraus noch
V'by — a'c = (bby — ac)(ad — ) (aoBo — Boo)- (3)

Nun geht durch dieselbe Substitution S=! die Sehne ¢ iiber in die Fundamental-
sehne 0p. Aus dem Satz am Schluss von § 4 entnimmt man: Soll die Entfernung des
b'oy —a'cd

a - c

Punktes (a’b' by ) von oy eine moglichst kleine werden, so muss ein Mini-

mum werden. Soll daher die Entfernung des Punktes (abbyc) von der Sehne (g, ?)

v
kleiner oder doch nicht grosser sein als von jeder andern Elementarsehne, so muss fiir
die betreffenden Werte von a;, 3,7, 6 der Quotient

(bby — ac)(ad — B7)(do — Bovo)
(addo — bBod — boBdo + c350)(ayyo — bagy — boarys + caxg)

ein Minimum werden (vgl. (2) und (3) oben).
Der Zéahler desselben ist, da es sich nur um Elementarsehnen handelt, eine negative
konstante Zahl. Man erkennt daher die Richtigkeit des
1. Satzes: ,,Soll die Entfernung des Punktes (a b by ¢) von der Elementarsehne (g, ?)
~
kleiner oder hochstens gleich sein der Entfernung desselben Punktes von jeder an-
dern Elementarsehne, so muss fiir die betreffenden Werte von «, (3,7, 6 das Produkt

(ayy0 — bagy — boaryo + caag)(addy — bBed — boBdg + ¢B50) (4)
ein Minimum werden.“
Der Hiilfssatz in § 3 wird uns nun den Beweis des folgenden weitern Satzes liefern.

2. Satz: ,Ist P ein Punkt im Innern der Kugel K, so gibt es immer nur endlich
viele Elementarsehnen, von denen er eine Entfernung hat, die kleiner ist als eine
gegebene positive Grosse M.
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Soll ndmlich die Entfernung des Punktes P, dessen Koordinaten (a bby ¢) sein sollen,

von der Sehne o = (g, @) unterhalb M liegen, so muss das Produkt a' - ¢ (vgl. (2)
T
und (4) oben) unter einer positiven endlichen Zahl liegen. In der Tat, wiirde o - ¢ iiber

jede endliche Grosse hinauswachsen kénnen, so kénnte
o (bbo — ac)(ad — By)(ando — Boyo)

0’ = P +1

1
und mit ihm p beliebig nahe an 1 heran riicken, und infolgedessen kénnte auch 1g #,

d. i. die Entfernung (P, o), beliebig gross werden, was auf einen Widerspruch fiithrt mit
der Voraussetzung.

Aus (2) ersieht man, dass @’ und ¢ homogene reelle Funktionen zweiten Grades
sind beziiglich der Komponenten von «, (3,7,d. Sehen wir nun diese Komponenten als
Verénderliche an, so kénnen wir Gebrauch machen von dem Satz in § 3. Laut Bemer-
kung 3 in § 2 sind ¢’ und ¢ immer > 0, so lange nicht alle der Verénderlichen zugleich
verschwinden. Da das nicht sein kann, indem ja die Invariante ad — (37 jeder Elemen-
tarsehne = 1 genommen werden kann, so besitzen ¢’ und ¢/, von denen die erste nur
von [ und ¢, die andere nur von « und ~ abhéngig ist, gewisse Minima m, und my die
beide > 0 sind. Es muss daher fiir die in Betracht kommenden Sehnen

/ /
a < M und ¢’ < M
Mo my
sein. Die rechten Seiten dieser Ungleichungen sind endliche Zahlen, es kann daher auch
nur eine endliche Anzahl von Wertepaaren (3,0 und «a,y geben, die den obigen Unglei-
chungen geniigen und daher endlich auch nur endlich viele Elementarsehnen, w. z. b. w.
Es folgt nun weiter

3. Satz: ,Ist P ein Punkt im Innern der Kugel K, so hat er von einer oder von
mehreren, stets aber nur von einer endlichen Anzahl von Elementarsehnen eine
kleinste Entfernung.

Denn bezeichnet M eine Grosse, die (um beliebig wenig) grosser ist, als die Entfer-
nung einer bestimmten Elementarsehne ¢ von P, dann gibt es nach Satz 2 nur endlich
viele Elementarsehnen, deren Abstand von P Kkleiner ist als M, in dieser Anzahl sind
dann offenbar auch alle diejenigen enthalten, die von P eine kleinste Entfernung besit-
zen.

Zunéachst ist nun fir die Fundamentalsehne o (3 ?) = <(1) (1)

Punktes (a b by ¢) von oy ist daher im wesentlichen bestimmt durch das Produkt a-c, (vgl.
Satz 1 oben). Soll nun der Abstand des Punktes P(a b by ¢) von der Fundamentalsehne o
nicht grésser sein als von jeder andern Elementarsehne, so muss fiir jedes Wertesystem

(i ﬁ), das von (é (1)) verschieden ist, die Ungleichung erfiillt sein

) , die Entfernung des

J

(a@ddy — bByd — boBdo + cB50)(ayyo — bagy — boaryy + cay) 2 a - c, (5)

wo das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn der Punkt P von o genau gleich weit
entfernt ist, wie von oy.
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Bekanntlich fithren die Substitutionen der Gruppe (U) die Fundamentalsehne o in
sich tiber, sowie auch die Gesamtheit der Elementarsehnen (vgl. Satz 1 § 7), es besitzen
daher je solche acht Punkte, die einander aequivalent sind, durch die Substitutionen
dieser Gruppe, von der Sehne oy alle dieselbe Entfernung. In der vorstehenden Unter-
suchung kann daher jederzeit jeder der acht Punkte durch einen beliebigen der sieben
andern ersetzt werden; so kéonnten wir uns ein fiir allemal etwa auf denjenigen Punkt
beschrénken, welcher durch die 1. Bemerkung am Schluss von § 8 charakterisiert ist,
doch ist es nicht notwendig sich so einzuschrinken, es geniigt an der ersten der Unglei-
chungen (8) § 8 allein fest zu halten, d. h. sich auf diejenigen Punkte zu beschrinken,
deren Koordinaten der Bedingung

a

v

c (6)

gentigen.
Es soll nun gezeigt werden, dass die Bedingung (5) durch die folgende gleichwertige
ersetzt werden kann
apply — b/\(),u — bo)\,uo + C)\)\() Z a, (7)

zu der wir noch die folgende ergéinzende Bemerkung hinzufiigen miissen.
1. Bemerkung.

a) Die Relation (7) tritt nur dann an Stelle von (5), wenn auch die Bedingung (6)
erfiillt ist.

b) A und g bedeuten zwei beliebige ganze komplexe Zahlen, die jedoch keinen ge-
meinschaftlichen Teiler haben diirfen und von denen die zweite p nicht gleich Null
sein darf.

A
Da — Endpunkt einer Elementarsehne ist, (vgl. die einzelnen Faktoren in (5)) so

A
sagt (7) aus: im allgemeinen muss fiir jeden Endpunkt — einer Elementarsehne o die

i
von oy verschieden ist, der Ausdruck a(Au) (vgl. die linke Seite von (7)) grosser oder
mindestens gleich sein a. Eine Ausnahme hiervon machen nur diejenigen Elementarseh-

1
nen, die durch den Punkt (6) hindurch gehen; fiir diesen einen Endpunkt derselben

wird a(1,0) = ¢ < a.

Indem man (7) mit (5) vergleicht, erkennt man, dass (7) mit der hinzugefiigten
Bemerkung hinreichend ist dafiir, dass fiir jede Elementarsehne o auch (5) erfiillt ist. Es
soll nun gezeigt werden, dass die eben genannte Bedingung nicht nur eine hinreichende,
sondern auch eine notwendige ist.

Zu dem Ende zeigen wir, dass, wenn es ein Zahlenpaar Ay geben sollte, fiir welches
a(Ap) < a ist, dass es dann auch eine Elementarsehne o geben wiirde, fiir welche

a'd < ac wird, wihrend wir voraussetzen, dass fiir jedes System (?; ?) das von
10
0 1

Zunéchst werden wir nachweisen, dass, wenn es ein beliebiges Zahlenpaar (A, 1) gibt,

fiir welches a(\ 1) < a, dass dann diese Ungleichung auch erfiillt ist fiir ein Paar (X, 1).
!/

1
Ist das richtig, so wird fiir die Elementarsehne (6, T) der eine der beiden Faktoren

verschieden ist, a’ ¢ 2 a c sein soll.
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a’ und ¢ gleich ¢, der andere a(), 1) wird nach Voraussetzung < a und daher wird fiir
diese Sehne d'¢’ < ac was auf den gewiinschten Widerspruch fiihrt.
|b1] und |by| mogen die absoluten Betrdge von by und by bezeichnen, so dass also
b = €|b1| + in|bs| gesetzt werden kann, wo € und n = £1 sind. In dem Ausdruck a(\ i)
wollen wir
a= A+ |by|+ |bo| und ¢ = C + |by| + |bo]

setzen, aus (6) folgt dann

A>C (6)

und es wird

a(Ap) = Appio + CAXo + [b1| (1 — €X) (po — €Xo) + [b2| (ke + inA) (1o — inAo).

Wir bemerken dazu, A und p sind zwei ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Teiler,
es lassen sich daher immer zwei andere ganze Zahlen X' und y' finden, so dass AN —up’ =
1 wird, und hieraus gewinnt man die

2. Bemerkung.

a) Ist A =0, so wird p = 1.

b) Ist 4 — e\ =0, so werden A und p Einheiten und zwar derart, dass (p+in\) (o —

c) Ist g+ inA = 0, so werden wieder A und p Einheiten von der Art, dass (u —
€X) (o — €X\g) = 2 wird.

Im Falle A = 0, wird daher a(0,1) = a, es ist dann (7) gerade noch erfiillt. Soll nun
Apipro + CAo + [ba] (1 — €A) (o — €do) + [ba| (1 + inA) (1o — inAo) < A+ [br] + |02

sein, wo wir den vorangehenden Erorterungen zufolge |A| > 0, |u| > 1 anzunehmen
haben, so sehen wir, die Ungleichung kann nur erfiillt sein, wenn C' < 0 ist. Ist aber das
der Fall, so ist dieselbe auch erfiillt fiir ein Zahlenpaar (X', 1). Ist ndmlich [b;]| > |bs], so
withlen wir A so, dass 1 — e\ = 0 wird. Dann ist nach Bemerkung 2b) (1 + in\')(1 —
in\') = 2 und also wird a(N,1) = A+ C + 2|by| < A+ |b1]| + |b2|. Ist umgekehrt
|b1| < |ba|, so ergibt sich eine ganz analoge Diskussion, die wie die vorangehende auf
den gewiinschten Widerspruch fiihrt.

Die Annahme, dass fiir ein Zahlenpaar (A ) wo |u] > 0, a(A p) < a werde, tritt also
immer in Opposition mit der Voraussetzung, dass fiir alle Elementarsehnen o die von
o verschieden sind a’c¢’ 2 ac erfiillt sei. Es ergibt sich

4. Satz: ,Ist (abbyc) ein innerer Punkt der Kugel £ und soll derselbe von der Sehne o
eine kleinere oder doch nicht grossere Entfernung haben, als von jeder andern
Elementarsehne, so miissen seine Koordinaten der Bedingung (7) geniigen, unter
Beriicksichtigung der Bemerkung 1.¢
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§ 10.
Der Diskontinuitatsbereich der Picardschen Gruppe.

Wir wollen in diesem Paragraphen die Gesamtheit derjenigen Punkte betrachten,
die von der Fundamentalsehne o naher oder doch nicht weiter entfernt liegen als von
jeder andern Elementarsehne. Wir werden sodann zeigen, dass dieses Gebiet einen Dis-
kontinuitatsbereich der Picardschen Gruppe bildet.

Ausgehend von Satz 4 des vorangehenden Paragraphen, findet man nun, dass die

Ungleichung (7) § 9 fiir jedes in Betracht kommende Zahlenpaar A, p erfiillt ist, wenn
sie fiir die folgenden vier Paare

1,1, 1, —-1,1; —i1

befriedigt ist. Indem man dieselben nacheinander in die schon erwéhnte Ungleichung ein-
setzt, kommt man auf die folgenden vier Bedingungen, denen die Koordinaten (a b by c)
bezw. (a by by ¢) zu geniigen haben

a— b— by + ¢ 2 a oder ¢ —2b; = 0
a+ib—ibyg +c=a , c—2by =0
a+ b+ by+cza , c+2b 20
a—ib+ibp +c=a , c+2by = 0.

(1)

Nehmen wir noch die Bedingung (6) § 9 hinzu, so sehen wir (a by by ¢) miissen insgesamt
den folgenden Relationen geniigen

aZc, c¢2ZE2b; ¢ 2= £2by, (Ba)
damit der betreffende Punkt die gewiinschte Lage hat. Setzt man
b=elbi| +inlbal; a=A+|bi|+ [b2f; c=C+ [bi] + |ba, (2)

wo |by| und |bs| die absoluten Betrdge von b; und by bedeuten, € und 7 also = +1 zu
nehmen sind, so folgt aus (B,), dass

A=z2C2=20 (3)
ist. Substituiert man (2) in (7) § 9, so kommt man auf
a(Ap) = Appro + CAXo + [br] (1 — €A) (10 — €Xo)
+ [b2| (1t 4 inA) (o — inAo) Z A+ [bi] + b2 (4)
Wie man sofort erkennt, ist diese Bedingung immer erfiillt, wenn die Koeffizienten
w; AN w—eX; p+inA £0,0,0,0

sind. Der erste derselben ist nach Voraussetzung von Null verschieden, es konnen also
nur

A, p— €N, A
verschwinden. Zwei derselben konnen nicht gleichzeitig verschwinden, denn, wie man
sieht, wiirde sonst A = y = 0 werden. Es bleiben daher nur die Moglichkeiten iibrig

1) Von dem Falle A = 0 kann man urspriinglich absehen.
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a) A =0, dann wird g = 1 (Bemerkung 2, a, § 9), also a = A + |by| + |b2| = a.

b) pu—ex =0, dann wird |p| = |A| = 1 und ferner (u + i) (o — inA) = 2 (Bemer-
kung 2, b § 9), also dass @ = A+ C' 4 2|bg| = a + ¢ — 2|b1| = a herauskommt (vgl.

(Ba)).

¢) u+inA = 0, dann wird wieder || = |A| = 1 und (1 — e\)(o — €Ng) = 2
(Bemerkung 2, ¢, § 9) und somit a = A4+ C+2|by| = a+c—2|bs| 2 a, (vgl. (Ba)).

Daraus folgt, die Ungleichung (4) ist fiir jedes in Betracht kommende Zahlenpaar
A i, oder also fiir jede von o( verschiedene Elementarsehne o erfiillt, wenn die Koordi-
naten (a by by c) des betreffenden Punktes den Bedingungen (B,) geniigen. Des fernern
iibersieht man, so lange in den Bedingungen (B,) die Gleichheitszeichen an irgend einer
Stelle ausgeschlossen werden, solange ist auch immer a' - ¢ > a - ¢, d. h. ist die Entfer-
nung des Punktes (a by by ¢) von der Sehne o grosser als von der Sehne oy. Man erkennt
so die Richtigkeit des folgenden Satzes.

1. Satz: ,Sind (ab; by c) die Koordinaten eines Punktes P, und geniigen dieselben
den Bedingungen (B,), so dass an keiner Stelle, ausgenommen etwa bei a 2 ¢, das
Gleichheitszeichen eintritt, so hat P von der Sehne oy eine kleinere Entfernung
als von jeder andern Elementarsehne o. — Tritt dagegen an irgend einer der (in
Betracht kommenden) Stellen statt des >-Zeichens das =-Zeichen ein, so hat zwar
P von gy immer noch eine kleinste Entfernung, aber es gibt dann, und nur dann,
noch eine oder mehrere andere Elementarsehnen, von denen der Punkt P dieselbe
Entfernung hat wie von og.

Die Gesamtheit der Punkte (a b; b ¢), die durch die Bedingungen (B, ) charakterisiert
ist, ist die folgende. Sie ist begrenzt von den fiinf Ebenen, deren Gleichungen sind:

a=c; ¢c=2b; c=—=2by; c=2by; c = —2bs.

Die Punkte im Innern und auf der Begrenzung des dadurch bestimmten FiinfHlachs
gehoren dem durch (B,) charakterisierten Bereiche an.

Nimmt man noch Bemerkung 2, § 8 zu Hiilfe, so erkennt man, dass der durch
(B.) definierte Bereich noch in folgender Weise eingeschrénkt werden kann. Indem man
namlich nur diejenigen Punkte jener Gesamtheit zusammenfasst, die b; = 0 geniigen,
wird dieselbe gerade halbiert. Wir kommen so auf ein neues Pentaeder F,, das wir
folgendermassen genauer umgrenzen wollen.

Definition. Zum Pentaeder P, sollen alle diejenigen Punkte (a b by c) gehoren,
deren Koordinaten den folgenden Relationen geniigen

azc, by =20, c—2b; 20, c—2by =20, c+ 2by > 0, (B)

wo, wenn an irgend einer Stelle das Gleichheitszeichen vorkommt, noch by = 0 voraus-
gesetzt werden soll.

Die nebenstehende Figur stellt diesen Bereich dar. Von der Begrenzung des Penta-
eders (abcde) haben wir diejenigen Punkte mitzunehmen, die den Dreiecken (abe),
(aeg), (be f) und bezw. dem Viereck (ab f g) angehoren.
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Durch die Substitutionen der Gruppe (U) ((6) §
8) geht das Pentaeder Py iiber in vier zu ihm aequi-
valente Raume, die zusammen ein Oktaeder einfach
und liickenlos ausfiillen. Wir wollen dasselbe T} be-
zeichnen. Es gilt dann der

2. Satz: ,Ist @ ein Punkt der 7§ angehort, so gibt
es immer einen und auch nur einen Punkt @),
der dem Pentaeder Py angehort und der durch
eine Substitution der Gruppe (U) aus @ her-
vorgeht.

Damit ein Punkt ) dem Oktaeder 77 angehort, miissen seine Koordinaten (abybyc),
wie sich beim Ubergang von Py auf 7§ (an Hand von (6) und Tabelle (5) § 8) ergibt,
den folgenden Bedingungen geniigen

a§2|b1|, Cz2|b1| (B/>
a2 2|by|, ¢ = 2|by.

Wir bemerken, dass die Bedingungen (B’) sich nicht vollkommen decken mit den-
jenigen, die fiir Ty gelten, indem an einzelnen Stellen die Gleichheitszeichen nur unter
gewissen Finschrankungen gelten.

Nur bei Anlass der Diskussion des Diskontinuitatsbereiches der Gruppe I' werden
wir nochmals auf 7] zu sprechen kommen, sonst aber wollen wir als Fundamenta-
loktaeder Tj das durch die Relationen (B’) charakterisierte bezeichnen. Die Funda-
mentalsehne oy nennen wir Hauptdiagonale von Tj.

Wie man sieht, decken sich die Relationen (B’) und (B,), so dass wenn die Koor-
dinaten eines Punktes den letzteren Bedingungen geniigen, sie dann auch die ersteren
befriedigen. Umgekehrt, sind die Ungleichungen (B') erfiillt, so sind, je nachdem a = ¢
oder a < c ist, auch die Bedingungen (B,) erfiillt bezw. nicht erfiillt. Ist dieses letztere
der Fall, so geniigt es, den vorliegenden Punkt der Transformation U, zu unterwerfen,
die bekanntlich die Entfernung des Punktes von der Sehne o( nicht dndert, um dann auf
einen Punkt zu kommen, dessen Koordinaten den Ungleichungen (B,) Geniige leisten.
Man kann daher Satz 1 die folgende neue Fassung geben:

3. Satz: ,Liegt ein Punkt P im Innern des Fundamentaloktaeders Tj, so hat er von
jeder andern Elementarsehne o eine grossere Entfernung wie von og. — Liegt er
auf der Begrenzung von T, so hat er von oy, immer noch eine kleinste Entfernung,
aber es gibt dann noch andere Elementarsehnen, von denen er eine gleich kleine
Entfernung hat.“

Jede Substitution, die Ty in sich transformieren soll, muss auch g in sich iiberfiihren,
es folgt daher

4. Satz: ,,Die Substitutionen der Gruppe (U) sind die einzigen in I' enthaltenen, die
Ty in sich tiberfithren.“

Ferner gilt
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a
5. Satz: ,,Jeder Elementarsehne o = <— 1) gehort ein bestimmtes Oktaeder T an,

g6
das aus Tj durch die Transformation S = (?; g) hervorgeht — bezw. durch
die Transformationen SU, wo U aus der Gruppe (U) entnommen wird. — o ist

Hauptdiagonale von 7" und die Punkte im Innern und auf der Begrenzung von T’
besitzen von jeder andern Elementarsehne eine grossere oder doch nicht kleinere
Entfernung wie von .

6. Satz: ,,Die Gesamtheit der Oktaeder T erfiillt das Innere von K einfach (abgesehen
von den Begrenzungen von 7T') und liickenlos.*

Denn ist P ein Punkt im Innern der Kugel, so hat er geméss Satz 3, § 9 von einer
oder von mehreren Elementarsehnen eine kleinste Entfernung; er muss daher im Innern
oder auf der Begrenzung wenigstens eines Oktaeders 7' liegen. Und er kann auch nicht
zugleich dem Innern von zwei oder mehreren Oktaedern angehoren, es miisste denn
auch solche Punkte im Innern von 7y geben, was nicht der Fall ist.

7. Satz: ,Ist @ ein Punkt im Innern der Kugel, so gibt es wenigstens einen Punkt
(o, der dem Oktaeder T; angehort und welcher ) aequivalent ist beziiglich der
Gruppe T'.“

Es ist dies eine unmittelbare Folge von Satz 6. Ist nun P ein beliebiger Punkt von
To, so gehort derselbe entweder bereits auch dem Oktaeder Tj an, oder aber er gehort
ihm noch nicht an.

Betrachten wir den letzteren Fall; der Punkt P liegt dann auf einem gewissen Stiick
der Begrenzung von Tj.

Sieht man genau zu, welches die Begrenzung von 7} ist, und beachtet man, dass die

Transformationen
1 € 0y .. S
(O 1) und (e 1) fir e =1,—1,14, —1, (5)

wie {ibrigens auch fiir jeden ganzzahligen Wert von €, der Gruppe I' angehéren, so
findet man, dass durch je eine der acht Transformationen (5) der betrachtete Punkt P
in einen neuen Punkt P’ iibergefiihrt wird, der nicht nur T, sondern auch 7} angehort.
— Andererseits, fasst man die Begrenzung von 7] ins Auge, sowie die Begrenzungen
derjenigen acht Gebiete 7", in welche Tj) durch die Substitutionen (5) iibergefiihrt wird,
sofern diese Gebiete iiberhaupt eine feste Begrenzung besitzen, so erkennt man, dass die
betreffenden Ebenenstiicke die Begrenzung von Ty einfach und liickenlos iiberdecken.
Aus Satz 2 und 7 als Korollar ergibt sich

8. Satz: ,Ist @ ein beliebiger Punkt im Innern der Kugel, so gibt es immer einen und
auch nur einen Punkt @)y, der dem Pentaeder P, angehort und der () aequivalent
ist durch eine Substitution der Gruppe I'.*

In der Tat kann es auch nicht zwei solche Punkte geben, etwa Qo und @, sonst
miissten sie einander aequivalent sein beziiglich einer Substitution S, die nicht in (U)
enthalten ist (vgl. Satz 2). Durch dieselbe ist ein zu Tj aequivalenter Bereich 7" be-
stimmt. Die Punkte Qo und @ miissten daher auf der gemeinschaftlichen Begrenzung
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von Py und T” liegen, eine solche gibt es aber nach einer vorangehenden Bemerkung gar
nicht.

Man kann daher das Pentaeder F, als Diskontinuitdtsbereich im enge-
ren Sinne der Picardschen Gruppe I' ansprechen. Im Hinblick darauf, dass das
Fundamentaloktaeder Ty im wesentlichen ein Multiplum von F, ist, und insbesondere
mit Riicksicht auf Satz 3, welcher allen Punkten von T dieselbe Invarianteneigenschaft
beilegt, wollen wir in erweitertem Sinne 7 als Diskontinuitdtsbereich der
Gruppe I' bezeichnen.

Um die durch die Oktaeder T vermittelte Einteilung des Kugelinnern noch etwas
besser zu durchschauen, moge der folgende Satz beigefiigt werden.

9. Satz: ,An jede Seitenfliche von T} legt sich ein und nur ein Oktaeder T" an, wir
wollen es Fldchennachbar von Ty nennen.

An jede Kante von Tj, die einen Endpunkt von oy gemein hat, legt sich ein
einziges Oktaeder T an, das nicht zugleich Flachennachbar ist. Es werde Kan-
tennachbar genannt.

An jede Ecke von T, die von 0 und oo verschieden ist, stosst ein einziges Oktaeder
T, das nicht einer der beiden schon genannten Kategorien angehort; wir nennen
es Eckennachbar von Tj.

Dieselben Behauptungen gelten fiir jedes andere Oktaeder T' ebenso.*

In der folgenden Tabelle (6) sind diejenigen Substitutionen angegeben, die einen
Flachennachbar (Kanten- und Eckennachbaren lassen wir, da sie weniger wichtig sind,
weg) von T aus T entstehen lassen, sowie die Seitenfliche von Tj, an welche sich der be-
treffende Nachbar stiitzt. — Die Substitutionen sind die bereits unter (5) aufgefiihrten.

Seitenflache Sulbsicit. Seitenflache Sullosgit.

1
1 4 t 0
1 -1 1 0
7

1 — —1 0

Indem man die Gleichungen der Seitenfléchen von Tj irgend einer dieser Substitutio-
nen unterwirft, erhédlt man die Seitenflichen des beziiglichen Nachbars. Man konstatiert
auf diese Weise ohne Schwierigkeiten die Richtigkeit der Behauptungen in Satz 9.

§ 11.
Die definite Hermitesche Form.

Als Hermitesche Form bezeichnet man einen Ausdruck von der Gestalt

auug + buvy + bougv + cvvy. (1)
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Von den Koeffizienten abbyc derselben sind a und c reelle, b und by konjugiert
komplexe Zahlen, v und v sind zwei beliebige komplexe Grossen, uy und vy sind die
dazu konjugierten Zahlwerte.!)

Sind b; und by die Komponenten von b, also dass b = by + i - by ist, dann soll der
Ausdruck (1) abkiirzend auch mit

(abbgyc) oder gelegentlich (a by by ¢)

bezeichnet werden.

Wie man aus (1) erkennt, ist (abbyc) immer eine reelle Grosse.

Da es sich bei unsern Untersuchungen stets nur um das Verhiltnis der Koeffizienten
der Form handeln wird, so wollen wir ein fiir allemal die Voraussetzung treffen a = 0.
Ferner sind (abbgc) und (a’b' b)) ¢) zwei Hermitesche Formen, deren Koeffizienten den
Proportionen geniigen

a:biby:d=a:b:by:c,

dann wollen wir dieselben als nicht wesentlich verschieden auffassen.

Zunéchst wollen wir nun der Hermiteschen Form (abbc) als geometrischen Re-
priasentanten — vgl. die allgemeine Erorterung in § 1 — denjenigen Punkt (zyyo 2)
zuordnen, dessen homogene Koordinaten der Beziehung geniigen

xTiyY:Yo:z=a:b:by:c.

Wenn die Form (abbgc) fiir jedes Paar komplexer Zahlen v und v immer dasselbe
(etwa positive) Vorzeichen hat, ausgeschlossen der Fall u = v = 0, so bezeichnet man
die Form als eine definite Hermitesche Form.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass (a bbg ¢) eine definite Form
sei, ist

bby — ac < 0, (2)

wie man an Hand der Bemerkung 3, § 2 leicht erkennt.
Man iibersieht schliesslich die Richtigkeit des folgenden Satzes:

,Der definiten Hermiteschen Form (a bbg ¢) entspricht eindeutig als Représent-
ant derjenige Punkt im Innern der Kugel K, dessen homogene Koordinaten sind
a, b, by, c.“

Die abgekiirzte Schreibweise (a b by ¢) bezw. (a by by ¢) moge sich fernerhin sowohl auf
die Hermitesche Form selber, als auch auf deren Représentanten beziehen.

§ 12.
Die Theorie der Reduktion der definiten Hermiteschen Form.

Im vorangehenden Paragraphen ist der definiten Hermiteschen Form ein bestimmter
Punkt im Innern der Kugel £ als Représentant zugeordnet worden. In ganz natiirlicher
Weise kniipft sich hieran die Aufstellung derjenigen Invariante, die wir der Theorie
der Transformationen der definiten Hermiteschen Formen zu grunde legen wollen (vgl.

1) Die hier angenommene Fassung der definiten Hermiteschen Form, wie auch die der spiter folgen-
den Dirichletschen Form, sind etwas allgemeiner als die sonst usuelle, vgl. Aut. I, p. 450 und 452.
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Diskussion in § 1). Als Element o, das wir der einzelnen Substitution (: g) der
Gruppe I' zuordnen werden, nehmen wir die Elementarsehne (g, g) an.
Y
Die Entfernung des reprisentierenden Punktes (abby c) von der Sehne (g, g) soll
Y

dann diese Invariante sein.

Zunachst muss nun untersucht werden, wie die Transformation der Hermiteschen
Form und diejenige des Repréasentanten derselben sich zueinander verhalten; um nachher
sich ganz nur auf die Betrachtung der Transformationen des Punktes zu beschranken.
Nach Aufstellung des Begriffes der reduzierten Form wird sich dann auch der Gang der
Reduktion in ungezwungener Weise finden lassen.

Unterwirft man die Hermitesche Form (abbg¢) der linearen Substitution

u=ou + v
v=[u + o

(5 7) 1)

ist und geht dieselbe dabei tiber in die Form (a' ¥’ bj, ¢), so findet man bei Durchfithrung
der Rechnung

deren Schema

a' = acoyg + baSy + by 3 + ¢
V' = aaryy + bady + bofByo + ¢Bdo
by = aapy + bByy + boagd + cBod
d = avyyy + bydg + byyod + cddy

(2)

Abgesehen von der Bezeichnung der Grossen (abbgc) — an Stelle von (xyyoz) —
stimmt dieses Gleichungssystem vollkommen {iberein mit (3) in § 6, welch letzteres
diejenige Transformation ergibt, welche der Punkt (zyyo z) bei der Substitution

(2 9) 3)

erleidet. Aus dem Vergleich von (1) und (3) folgt somit:

1. Satz: ,,Sind P und P’ die Reprisentanten der Formen (a b b, ¢) und bezw. (a' b’ b )
und geht die zweite Form aus der ersten hervor durch die Substitution

_ (a7
S“(ﬂ 6)’

dann entspringt der Représentant P’ derselben aus demjenigen P der ersten Form,
durch die zu S transponierte Transformation

(@ O
s=(29)-
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Gestiitzt auf diesen innigen Zusammenhang zwischen S und S’ ist es moglich, die
Theorie der Transformationen der definiten Hermiteschen Formen zu ersetzen durch
diejenige der Transformationen eines innern Punktes der Kugel K. Es kann nun die
folgende Definition aufgestellt werden.

Definition: Die definite Hermitesche Form soll dann und nur dann als reduziert
betrachtet werden, wenn der Représentant derselben im Innern oder auf der Begrenzung
des Fundamentaloktaeders Ty gelegen ist, d. h., wenn die Koeffizienten derselben den
Bedingungen (B’) § 10 geniigen.

Wie aus § 10 bekannt, besitzt daher eine reduzierte Hermitesche Form die Eigen-
schaft, dass ihr reprisentierender Punkt von der Fundamentalsehne oy eine kleinere
oder hochstens ebenso grosse Entfernung hat wie von jeder andern Elementarsehne o.

Bei der Reduktion der Form (abbc) handelt es sich daher darum, die Entfernung
des Punktes (abbgc) von der Sehne oy zu einem Minimum zu machen, d. h. es muss,
gemass Satz 1 § 9 das Produkt a-c so lange reduziert werden, bis eine weitere Reduktion
nicht mehr moglich ist.

Bekanntlich haben nun solche acht Punkte, die einander aequivalent sind durch die
Transformationen der Gruppe (U), alle von der Fundamental sehne o dieselbe Entfer-
nung; ersetzt man daher bei der Reduktion irgend einen derselben durch einen beliebi-
gen der sieben andern, so entfernt man sich dabei jedenfalls nicht von dem angestrebten
Ziele.

Bevor wir auf die reduzierenden Substitutionen eingehen, sollen noch zwei Bemer-
kungen vorausgeschickt werden, von denen wir in der Folge Gebrauch zu machen haben.

1. Bemerkung. Ist (abbc) eine beliebige definite Hermitesche Form, so ist nicht
nur a > 0 (nach fritherer Voraussetzung), sondern auch ¢ > 0. Es deckt sich diese
Behauptung vollkommen mit Bemerkung 2 § 2.

Aus § 6 wissen wir ferner, dass der Ausdruck

bbg —a-c

(als Polynom der Gleichung der Kugel K), eine Invariante ist, die sich in keiner Weise
andert, wenn man die Koordinaten a, b, by, ¢ einer Transformation S unterwirft. Ihr
Wert ist eine negative endliche Zahl die wir mit —p bezeichnen wollen, wo dann p eine
positive endliche Grosse bedeutet, so dass

a-c=p+ bby

gesetzt werden kann.

2. Bemerkung. Wir denken uns die Koordinaten (abbg c) einer ganzen Reihe von
Substitutionen S unterworfen, fassen dabei immer die grossere der beiden Zahlen a und
c ins Auge, sei a dieselbe, und verlangen, dass die Reihe der Substitutionen so beschaffen
sei, dass a eine Reihe von Zahlwerten durchlauft, die bestandig kleiner werden (aber
nach Bemerkung 1 immer > 0 bleiben), dann kann dabei die kleinere ¢ nie unter jede
endliche Grésse hinunter sinken, gleichgiiltig wie b sich auch verhalten mag.

In der Tat ist ja immer bby = 0, und daher ¢ = P 1st (a* b* b ¢*) diejenige Form
a
bezw. derjenige Punkt, von dem wir bei der Reduktion ausgegangen sind, und bedeutet
a* die grossere der beiden Zahlen a* und ¢*, und ist ferner q = B, S0 ist ¢ eine positive
a*
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endliche Zahl von der Eigenschaft, dass besténdig
cZq

erfiillt ist.

Da, wie schon gesagt, die Transformationen der Gruppe (U), die Entfernung des
Punktes (abbyc) von der Fundamentalsehne oy nicht &ndern, machen wir Gebrauch
von Bemerkung 1, § 8; d. h. wir greifen von den acht Punkten, die zu einem gegebenen
aequivalent sind, durch die Substitutionen der Gruppe (U) immer denjenigen Punkt P
heraus, dessen Koordinaten den Bedingungen geniigen

azc, b+by=0; by —by>0, (4)

wir wollen annehmen, dass der Punkt (a by by ¢) selber dieser Punkt P sei.

Aus den Relationen (B'), § 10 folgt, dass der Punkt P: (a by by ¢) dann und nur dann
dem Fundamentaloktaeder T; angehort, so bald seine Koordinaten noch der Bedingung
genigen

c—2b; 2 0. (5)

— Sind (4) und (5) erfiillt, so sind alle Ungleichungen (B’) § 10 befriedigt. —
Nehmen wir nun an (5) sei noch nicht befriedigt, sondern es sei vielmehr

¢—2b, <0, (6)

und unterwerfen wir P der Transformation

so gehen dabei (vgl. (3), § 6)

a ina—2b+c¢ by In by
. . (N)
byin by — ¢ ¢ inc
iiber, und ferner das Produkt
a-cina-c+(c—2b)-c. (7)

Das letztere ergibt die Entfernung des transformierten Punktes von der Sehne oy.
An Hand von Bemerkung 1 und von (6) iiberzeugt man sich daher von der Richtigkeit
des folgenden Satzes.

2 . Satz: ,Die Operation (N) reduziert die Entfernung eines Punktes (a b by ¢),
dessen Koordinaten den Bedingungen (4) geniigen, von der Fundamentalsehne o
immer, solange der Punkt dem Fundamentaloktaeder Tj noch nicht angehort.

Die Reduktion wird daher in der folgenden Weise zu geschehen haben. Wir fassen
nach jeder Operation (/V) denjenigen der acht Punkte ins Auge, der dem eben erhaltenen
aequivalent ist durch eine Substitution der Gruppe (U), und dessen Koordinaten den
Bedingungen (4) gentigen, und diesen unterwerfen wir von neuem der Substitution (N);
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das wird solange wiederholt, als die Relation (5) noch nicht erfiillt ist. Da ja hierbei
die Entfernung des betrachteten Punktes von der Sehne o besténdig verkleinert wird,
so muss dieselbe einmal ein Minimum werden, wo dann der Punkt ins Innere oder auf
die Begrenzung von Ty zu liegen kommt, und die korrespondierende Hermitesche Form
eine reduzierte ist.

Wir wollen zum Schluss dieses Paragraphen noch zeigen, dass das gewiinschte Ziel
fiir jede definite Hermitesche Form nach endlich vielen Operationen () eintritt. Die
Uberlegung ist die folgende. Zunéchst bewirken die zwischen die Operationen (N) ein-
geschobenen Transformationen U nur eine Vertauschung von a und ¢ und bezw. von
+by, £by untereinander (vgl. (5), § 8), und zwar so, dass an Stelle von a die grossere
der beiden Zahlen a und c tritt und ferner an Stelle von by die grossere von |by| und |bs|,
die absoluten Betrége der vier Zahlen bleiben dabei ungeédndert. Solange der Punkt P
noch nicht dem Oktaeder T angehort, wird durch die Operation (N) wie aus (V) folgt

a um 2b; —c,
b1 um ¢ verkleinert, wiahrend

b und ¢ ungedndert bleiben.

Bei dem besprochenen Verfahren wird also bestéindig von der grosseren der beiden
Zahlen |by| und |bs| eine Grosse ¢ subtrahiert, die wohl kleiner wird (mit a), die aber
immer grosser ist als eine endliche Zahl ¢ (vgl. Bemerkung 2 oben), wihrenddem die
andere der beiden Zahlen |b;| und |by| ungeéindert bleibt. Machen wir Gebrauch von der
Bezeichnung in Bemerkung 2, wo (a* b} b5 ¢*) die Ausgangsform war, und bedeuten n
und m diejenigen beiden ganzen rationalen Zahlen, die

b b b b
TR R T R

q q q T q
geniigen, dann werden noch hochstens (n + m) Operationen (N) |by] und |be| die Be-
dingungen
20b1) 2 g > [bil; 2lba| Z g > |bo

befriedigen. Nimmt man nun den ungiinstigsten Fall an, dass der dann auftretende Wert
von ¢, ¢ sei derselbe, er ist nach Bemerkung 2 2 ¢, auch

2|b1| z c > |b1|, 2|b2| z c > |b2|

Gentige leiste, so erhélt man, wenn man die Operation (N) noch hochstens zweimal
wiederholt, fiir die linke Seite von (5)

c—20C—|b]) =2/bs| —c20
¢—2(c—|ba|) =2|be| —c 20,

d. h. die Ungleichung (5) ist dann erfiillt und das ist um so mehr der Fall, wenn nach der
ersten dieser Operationen an Stelle von ¢ ein noch kleinerer Wert tritt. Nach hochstens
n+m++ 2 — Operationen (N), also auch einer endlichen Anzahl, ist somit die Ausgangs-
form in eine reduzierte Form {ibergefiihrt.
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§ 13
Der Algorithmus der Reduktion der definiten Hermiteschen Form.

Aus der Diskussion in § 12 folgt, dass die Operation N die einzige notwendige
reduzierende Substitution ist, sofern man noch die Transformationen der Gruppe (U)
zu Hiilfe nimmt.

Durch diese letztern kann jeder beliebige Punkt in einen eindeutig bestimmten Punkt
iibergefiihrt werden, dessen Koordinaten die Relationen

CLEC; bl—l—bgzo, by — by >0 (].)

befriedigen. Diese Uberfithrung hat nach jeder reduzierenden Operation zu geschehen,
wenn die Koordinaten des neuen Punktes (1) nicht mehr Geniige leisten.

Nun ist bekanntlich die allgemeine Substitution U = UJUS (vgl. (3) § 8). Um die
gewiinschte Transformation U zu bewerkstelligen, wird man am einfachsten etwa fol-
gendermassen verfahren.

Ist a = ¢, so geniigt es, die Transformation

Ul(abl bg C) = (CL,—bQ,bl,C) (2)

so oft zu wiederholen, bis die beiden letzten Ungleichungen (1) erfiillt sind.
Ist a < ¢, so lasst man die Transformation

UQ(CL bl bg C) = (C, bl, —bz, CL) (3)

vorausgehen und wiederholt dann U; noch so oft als notwendig ist.
Der eigentliche Algorithmus besteht nun darin, aus gegebenen Zahlen a b, by ¢, die
(1) geniigen, die beiden Aggregate

a—2bj+c und b —c (4)

zu bilden und an Stelle von a und bezw. b; zu setzen. Die Operation (4) muss so oft
wiederholt werden, bis endlich
c—2b0 20 (5)

ist, wobei a by by ¢ auch den Relationen (1) zu geniigen haben. Ist das der Fall, so liegt
der betreffende Punkt im Innern oder auf der Begrenzung von Tj, und die zugehorige
definite Hermitesche Form ist eine reduzierte.

In den folgenden beiden Beispielen ist die Reduktion durchgefiihrt fiir die Formen

(37,—36,27,57) und
(757, —522, —39, 362).

Zur Erlauterung der Tabellen sei bemerkt: Die erste Kolonne enthélt die Koeffizien-
ten a by by ¢, wie sie sich nach jeder reduzierenden Operation (4) ergeben. In der zweiten
Kolonne sind die Transformationen U notiert, die die Form links in diejenige rechts
(@ by by &) iiberfiihren, welch letztere den Bedingungen (1) Geniige leisten. In der letzten
Rubrik sind die Aggregate (4) selber angegeben.

R bedeutet diejenige Transformation, die den Représentanten aus seiner Anfangslage
in denjenigen Bereich von Tj iibergehen ldsst, der durch die Ungleichungen (1) noch
ndher charakterisiert ist.
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1. Beispiel.
Form (37, -36, 27, 57).
a by by c| U | a b by cla—2b+¢ by—¢

37 =36 27 57 |UU, |57 36 27 37 22 -1
22 =1 27 37|U Uy |37 27 —1 22 5 5
) 5 —1 22| Uy, |22 5 1 5 17 0

17 0 1 5| U |17 1 0 5
(17, 1, 0, 5) reduzierte Form.

R = UNU,NU,U,NUZU, = G o _22> |
2. Beispiel.

Form (757, -522, -39, 362).

a by by c¢| U a b by ¢la—2b+¢ by—¢
757 —522 —39 362 U12 757 522 39 362 75 160
75 160 39 362| Uy 362 160 —39 75 117 85
117 8 -39 75 22 10
22 10 -39 75 U13U2 739 —10 22 19 17
19 17 —10 22| U, | 22 17 10 19 7 -2
7 —2 10 19(0,U,] 19 10 -2 7 6 3
6 3 -2 71 U, 7 3 2 6

(7, 3, 2, 6) reduzierte Form.

R )

§ 14.
Die reduzierte Form.

Es ermangelt noch, einige Bemerkungen, die reduzierte Form betreffend, folgen zu
lassen. Wir wollen die Koeffizienten einer reduzierten Form fernerhin mit grossen Buch-
staben bezeichnen.

Ist (A By By C) derjenige Punkt, bezw. diejenige Form, auf die wir schliesslich ge-
fithrt werden bei dem im vorangehenden Paragraphen geschilderten Verfahren, so ge-
niigen A By By C' den Bedingungen (1) und (5) § 13, d. h. es ist

AZC, Bl—i-BgzO, Bl—BQ>O; C—QBle (1)

Vermoge der Transformationen der Gruppe (U) gibt es zu der Form (A By By C') das
folgende System von aequivalenten reduzierten Formen.

(6] (A B1 BQ C) ﬁ (A _B2 Bl O)

(A =By —B, C) (A By —B,C) ,
(C By —By A) (C By B A @
(C —Bl BQ A) (C _B2 —Bl A)
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(vgl. 5 § 8). Wie wir schon aus § 8 wissen, gehort die Aequivalenz der acht Formen (2)
nicht der Picardschen Gruppe I' allein an, sondern vielmehr der Gruppe I, indem ja
die Transformation U; von der Determinante ¢ und nicht 1 ist.

Die acht Substitutionen U zerfallen in zwei Quadrupel

U, U2 U, U,

3
ﬁ :Ub U137 U1U27 UfUQ ( )

von der Eigenschaft, dass die Substitutionen des ersten Quadrupels o der Gruppe I,
diejenigen des zweiten Quadrupels $ nur erst der Gruppe I' angehoren; zugleich gehen
die Transformationen (3) 8 aus denen von (3) « hervor, wenn man zu diesen letzteren
nochmals die Substitution U; hinzunimmt. Daraus folgt, dass diejenigen Formen, die
etwa aus der einen (A By By C') entspringen durch die Transformationen eines der beiden
Quadrupel von (3) einander aequivalent sind durch die Picardsche Gruppe I

Bei Betrachtung von (5), (6) und (7) § 8 erkennt man, dass dann (2«) das eine,
(2 3) das andere System von einander aequivalenten reduzierten Formen bildet.

Gibt es, wie eben dargetan wurde, im allgemeinen vier zu einer gegebenen Form
aequivalente, reduzierte Formen, so konnen doch Spezialfille eintreten, wo diese An-
zahl vermindert, bezw. vermehrt wird. Es hidngt dies zusammen mit der Lage, die der
Repréasentant der reduzierten Form im Fundamentaloktaeder Ty einnimmt.

Sind z. B. B; = 0 und By = 0, so gibt es nur die beiden reduzierten Formen

(A00C) und (C00A)

Ebenso wenn A = C' und B; = 0, oder wenn A = C' und By, = 0 ist, dann gibt es auch
nur je zwei reduzierte Formen, ndmlich

(A0By A) und (A0 — By A), bezw.

Ist gar A = C' und By = By = 0, so gibt es nur die eine reduzierte Form
(A00A)

deren Repréasentant der Mittelpunkt der Kugel R ist.

In den eben angefiihrten Fillen liegt der Repréasentant in der Hauptdiagonale, bezw.
in einer Mittellinie des Oktaeders Tj. Gehort derselbe jedoch der Begrenzung von Tj
an, dann gibt es gewohnlich eine grossere Anzahl von reduzierten Formen. Liegt er bei-
spielsweise auf der Seitenfléche ¢ = 2b;, dann tritt zu den vier Formen, die geméss (2 «)
erhalten werden, noch ein weiteres Quadrupel von reduzierten Formen, indem némlich
diejenige Transformation, die den an die Seite ¢ = 2b; anstossenden Flédchennachbar
von Ty in Ty selber iiberfiihrt, im allgemeinen zu einem neuen Repridsentanten einer
reduzierten Form Anlass gibt, der sich in gew6hnlicher Weise vervierfaltigt. Man findet
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in diesem Falle die folgenden acht reduzierten Formen

(A g B, C) (A —g B, C)
(A —g —B, C) (A % —B, C)
(C —g B, A) (C g B, A)
(C % —B, A) (C —% —B, A).

Auf analoge Systeme wird man gefiihrt, wenn der Représentant auf einer der andern
Seitenflichen von Tj liegt, oder wenn er einer Kante desselben angehort.

Es muss nun natiirlich auch noch entschieden werden, welches der beiden Formen-
systeme (2 o und ) der urspriinglich gegebenen. nicht reduzierten Form aequivalent ist
beziiglich der Gruppe I'.

Der Entscheid ist ein sehr einfacher. Die Substitutionen Us (vgl. 2, § 8) und N (vgl.
§ 12) sind von der Determinante 1, U; dagegen besitzt die Determinante i (vgl. 2, § 8).
Nimmt man nun die Reduktion in der Weise vor, wie in § 12 gezeigt wurde, so hat die
fertige reduzierende Substitution R die Gestalt

R=U"U*NUPUPNUPPUSANU* . .. (4)
Soll dies eine Transformation der Gruppe I" sein, so muss die Determinante
|R| = +1
sein. Aus (4) folgt nun aber, dass
|[R| = i(rtratrat) ()

wird, und daraus erkennt man die Richtigkeit der folgenden
Bemerkung. a) Istin R

ri+re+r34---=2n,

wo n eine ganze rationale Zahl bedeutet, dann ist (A By By C') eine der urspriinglich
gegebenen, aequivalente reduzierte Form und das Quadrupel (2 «) ist die Gesamtheit
aller aequivalenten reduzierten Formen.
b) Ist aber in R
r+ro+ryg+---=2n+1,

wo n dieselbe Bedeutung hat wie oben, dann ist | R| = %, dagegen ist dann |U; R| = +1.
Nun geht bekanntlich das Formensystem (2 ) aus demjenigen (2 «) hervor durch die
Transformation Uy, es ist daher in diesem Falle (2 3) das System der reduzierten Formen,
die zu der urspriinglich gegebenen Form aequivalent sind.

Um die im vorigen Paragraphen durchgefiihrten Beispiele zu ergénzen, sei noch
folgendes beigefiigt.

Fiir das erste Beispiel ist

mAT st =3+ 14+2=06;
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die zu der Form
(37,—36,27,57)

gehorigen aequivalenten reduzierten Formen sind daher

(17, 1,0,5) (5, 1,0,17)
(17, =1,0,5) (5, —1,0, 17).

Die reduzierende Substitution ist, wie wir aus Satz 1 § 12 wissen, die transponierte
Zu . . .
R = 2+Z. 2. also 2+ 1_.Z
1—4¢ —i 2 —1
Fiir das zweite Beispiel ist

und da ausserdem die reduzierte Form (7, 3, 2, 6) der Bedingung gentigt 2B; — C' = 0,
so wird das System der zu
(757, —522, —39, 362)

aequivalenten reduzierten Formen das folgende

(7, 3, 2,6) (7,-3, 2,6)
(7, -3, -2,6) (7, 3,-2,6)
6,-3, 2,7) (6, 3, 2,7)
6, 3,-2,7) (6,-3,—2,7).

Die reduzierende Substitution ist die transponierte zu
n_ 14+4i 1+6¢ | 1+4: 1—5¢
“\i=si 2—7) 0 \1+6i 27

§ 15.
Die Dirichletsche Form.

Die Dirichletsche Form ist eine bindre quadratische Form von derselben Gestalt wie
die Gauss’sche Form, ndmlich
au® + 2buv + cv®. (1)

a, b, ¢, sind bestimmte, v und v beliebige komplexe Zahlen. — Wir wollen fiir dieselbe,
d. h. fiir den Ausdruck (1) fernerhin das Symbol (abc) verwenden.

Da es bei den vorliegenden Untersuchungen wieder nur auf das Verhéltnis der Ko-
effizienten a, b, ¢ der Form ankommt, so wollen wir zwei Formen (abc¢) und (a'b' ), die
den Proportionen Geniige leisten

als nicht wesentlich verschieden ansehen.
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Gleich wie fiir die definite Hermitesche Form, suchen wir auch fiir die Dirichletsche
Form ein geometrisches Gebilde an der Kugel R, das derselben eindeutig entsprechen
soll.

Der Form (abc) kénnen wir eindeutig die Gleichung

al®> 4+ 20 +c=0

zuordnen, und dieser wiederum lassen wir die im Innern von 8 gelegene Sehne (abc)
korrespondieren (vgl. Diskussion § 5), und betrachten dieselbe als Reprisentant der
Form (1). — Es ist dabei vorausgesetzt, dass die Diskriminante D = b* — ac =+ 0 sei. —

Wir wollen in Zukunft nicht nur die Form, sondern auch deren Représentant abkiirz-
end mit (abc) bezeichnen.

Definition. Der Dirichletschen Form (abc), deren Diskriminante b* — ac = 0 sein
soll, soll die im Innern der Kugel & gelegene Sehne (abc) als eindeutig bestimmter
Repréasentant zugeordnet werden.

Sehen wir zuerst zu, wie verhalten sich Form und zugehoriger Repriasentant ge-
geniiber einer linearen Transformation.

Substituiert man in (1)

u=au + B
o=l + 80 wo ad — (v F 0, (2)

so geht dieselbe iiber in die neue Form
a/u/2 + Qb’u’v’ + C/,U/2
und man findet durch einfache Rechnung

d = ac® + 2bay + c?
V = aaf +b(ad + ) + ey (3)
d = af?® + 236 + .

Sind nun ¢; und (» die Wurzeln der urspriinglichen Gleichung, also etwa

—b+ Vb? —ac ¢ —b— Vb —ac (4)
= ) 2 = )

a a

G

und sind ferner ¢} und ¢} diejenigen der durch (2) transformierten Gleichung, so besteht
der Zusammenhang

CIZOéClJrﬁ <2:CYC§+5
G+’ G+ 0’
oder umgekehrt,
/ _5C1 + ﬁ / _5C{ + ﬁ
=0, = - 5
Cl ’}/Cl_a C2 ,Ygl_a ( )

In der Tat findet man, wenn man aus (4) ¢; entnimmt, in (5) einsetzt und /by — ac
aus dem Nenner entfernt
—(aaB + b(ad + ) + c¥d) + (ad — By)Vb? — ac
aa? + 2bary + ¢y? '

=

Wir kommen so zu dem Satz:
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»Wenn die Form (abc) durch die Transformation

)

tibergeht in die Form (a’ ¥ ), dann geht die représentierende Sehne (abc) durch
die zu S inverse Transformation

S—l — <_5 ﬁ )
v o—Q

in den Représentanten (a' b’ ¢’) der transformierten Form iiber.”

Durch diese Tatsache ist auch die folgende Festsetzung begriindet.
Bedeutet S eine Transformation, der wir die Sehne (a b ¢) unterwerfen und ist (a’ b’ )
die dabei herauskommende neue Sehne, so wollen wir wie bisher schreiben

(d'b' )= S(abc).

Ist aber S eine Transformation, die wir auf die Form (a b ¢) ausiiben und geht dieselbe
dadurch iiber in die Form (a0’ ¢’), so wollen wir das so schreiben

(a'b' )= (abc)S.

Es hat diese Unterscheidung in der Schreibweise ihren innern Grund. Bedeutet
namlich S; eine zweite lineare Transformation und unterwerfen wir sowohl die Form
(abc) als auch die Sehne (abc) zuerst der Transformation S und dann der Transforma-
tion S; und sei (@' V' ¢’) die neue Form bezw. Sehne, so ist fiir die Sehne

(a'b' ) = S1S(abc)
fiir die Form aber
(a'b' )= (abc)SSy,

die zusammengesetzte Transformation ist also im ersten Falle 515, im zweiten Falle
dagegen S.5;.

§ 16.
Einfiihrung derjenigen Invariante, auf welche die Theorie der
Transformationen der Dirichletschen Form gegriindet werden soll.

Als Représentanten der Form (a b ¢) in der Kugel & haben wir bereits im vorangehen-
den Paragraphen die Kugelsehne (a b c) eingefiihrt. Es ermangelt noch einen geeigneten
Repréasentanten o fiir die Substitution

(02

zu wahlen, um dann die Invariante, auf die wir es geméss der allgemeinen Diskussion
in § 1 abgesehen haben, aufzustellen.
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Es empfiehlt sich als o denjenigen der Substitution (1) eindeutig korrespondierenden
Punkt zu wéhlen, dessen Koordinaten sind

aag + B+ ayo + oo : gy + Bod ¥y + ddp. (2)
Wir wollen fernerhin den Punkt (2) mit M ') bezeichnen und es soll My derjenige

der Punkte M sein, fiir welchen (: ?) = <(1) (1)), d. h. der Punkt (1, 0, 0, 1). Es ist
das der Mittelpunkt der Kugel R.

Als Invariante, auf welche die Transformationstheorie der Dirichletschen Form ge-
griindet werde, nehmen wir dann die Entfernung der Sehne (abc) vom Punkte M an;
wir wollen sie kurz bezeichnen als Entfernung (M, (abc)).

In § 5 haben wir gezeigt, dass die Entfernung der Sehne (a' V' ¢’) vom Punkte Mj im

wesentlichen bestimmt ist durch den Quotienten
a'ag + 200 + ¢,
DD,

, wo D=0b*—d/c (3)

in dem Sinne, dass die Entfernung mit diesem Quotienten zugleich wéchst und abnimmt.
Seinun (@' V' ¢) diejenige Sehne, welche durch die Transformation (1) nach der Sehne
(abc) tbergefithrt wird, ist also

Sehne (abc) = S(Sehne (a’ V' ¢))
so folgt aus dem Satz in § 15, dass

Form (abc) = S~ (Form (a’ ' ¢)) oder
Form (a'b' ) = S(Form (abc))

ist. D. h. abc und ' ¢ sind direkt durch das Formelsystem (3) § 15 miteinander
verbunden. Es ist also

d = aa® + 2bay + c¢y?
V' = aaf + b(ad + BY) + ¢yd (4)
d = afB® + 236 + .

Durch dieselbe Transformation (1) geht auch der Punkt M iiber in den Punkt M
(vgl. (2)). Denkt man sich daher in (3) an Stelle von o' b ¢’ die Ausdriicke von (4)
eingesetzt und zwar auch in D, dann bestimmt (3) die Entfernung der Sehne (abc)
vom Punkte M.

Nun ist die Diskriminante D = b2 — a/c¢’ eine Invariante, die sich bei den Substitu-
tionen der Gruppe I' gar nicht dndert.

Der Nenner des Quotienten in (3) ist daher eine positive Konstante, soll somit der
Bruch moglichst klein werden, so muss der (stets positive) Zéahler moglichst klein wer-
den, d. h. es muss

(a'agy + 20'by + ')
ein Minimum werden.

Wir kommen so zu dem folgenden Satz:

1) Der Punkt M ist Mittelpunkt desjenigen Oktaeders, das zur Elementarsehne (a’ ?) gehort.
Y
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»S0ll die Entfernung der Sehne (abc) vom Punkte M, dessen Koordinaten
durch (2) gegeben sind, eine kleinste werden, so muss

aag + 2b'by + ¢

ein Minimum werden, wo man an Stelle von a'b' ¢ die rechten Seiten der Glei-
chungen (4) gesetzt denken muss*.

Auf den Ausdruck
E = d'ay+ 2b'by + ¢, (5)
werden wir also die Theorie der Transformationen der Dirichletschen Form, insbesondere
die Reduktionstheorie derselben basieren.

§ 17.
Notwendige Bedingung dafiir, dass die Sehne (abc) vom
Punkte M, eine kleinste Entfernung habe.

Um die im Titel dieses Paragraphen ausgesprochene Forderung préziser fassen zu
konnen, geben wir die folgende

Definition. Besitzt die Sehne (a bc) die Eigenschaft, dass sie vom Punkte M) eine
kleinere oder doch nicht grossere Entfernung hat, als von jedem andern Punkte M, so
bezeichnen wir die Entfernung (Mo, (abc)) als eine kleinste.

In § 5 sind unter (2) die Koordinaten desjenigen Punktes F’ der Sehne (a’'b' )
notiert, welcher vom Mittelpunkte M, eine kleinere Entfernung hat als jeder andere
Punkt von (a’b' ).

Ist nun (abc) die betrachtete Form bezw. deren reprisentierende Sehne, so wollen
wir in Zukunft immer denjenigen Punkt der Sehne, der von M, die kleinste Entfernung
hat, kurz F-Punkt nennen und seine Koordinaten mit (f; f fo f2) bezeichnen. Sie sind
zufolge (2) § 5

fl = bb() + cco + / DDO
f = —(agb + b()C)
fo = —(aby + bey)

fg = aag + bbo + DD()

Es soll nun der folgende Satz bewiesen werden:

(1)

»Die Entfernung der Sehne (abc) vom Punkte M, wird sicher nur dann ein
Minimum, wenn der F-Punkt derselben dem Fundamentaloktaeder T, angehort.

Um die Richtigkeit dieser Behauptung einzusehen, greifen wir aus der Gesamtheit
der Punkte M diejenigen acht heraus, die Mittelpunkt je eines der Fldchennachbaren
von 1} sind, und zeigen, dass die im obigen Satz ausgesprochene Forderung erfiillt sein
muss, wenn man statt aller Punkte M nur die bewussten acht ins Auge fasst. — Denn
gehort der F-Punkt Ty nicht an, so hat unter diesen Voraussetzungen die Sehne (a bc)
wenigstens von einem jener acht Punkte M eine kleinere Entfernung als von M, und
es ist dann auch die allgemeinere Forderung des obenstehenden Satzes nicht erfiillt.
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Setzt man (?; ?) = ((1) D in (2) § 16 ein, so erhdlt man die homogenen Ko-

ordinaten eines der acht Punkte M, sie sind (2, 1, 1, 1); wir wollen diesen mit M;
bezeichnen.

. a B\ (10 (11 . .
Indem man einmal <7 5) = <O 1> und dann = (0 1) annimmt und in (4) § 16
/

substituiert, ergeben sich die Grossen o, b, ¢/, woraus sich dann das Aggregat (5) § 16
aufbauen lasst. Man erhélt so die beiden Ausdriicke

Ey = aag + 2bbg + ccyg bezw.
E1 = aagn —+ 2(& —+ b)(ao —+ bo) + (a + 2b + C)(CLO + 2b0 —+ Co).

Ey und E; sollen die Abkiirzungen sein fiir die rechten Seiten; sie bestimmen die
Entfernungen der Sehne (abc) von den Punkten My bezw. M.

Aus den Relationen (B’) § 10 folgt, dass der Punkt (zyygz) jedenfalls nur dann
dem Fundamentaloktaeder T angehort, wenn seine Koordinaten neben anderen auch
die folgende Bedingung erfiillen z = y + yo (sie lautet an jener Stelle z = 2y;). Diese
Ungleichung, angewendet auf den F-Punkt der Sehne (abc), ergibt, wie man aus (1)
entnimmt,

B = aag + bby + (aby + aob) + (beg + boc) + /D Dqy 2 0.

B soll die Abkiirzung bedeuten fiir die linke Seite dieser Ungleichung.
Wir wollen nun zeigen, dass
El z E07

d. h. dass die Entfernung des Punktes M; von der Sehne (a bc¢) wenigstens ebenso gross
sei als die des Punktes My, nur dann erfiillt sein kann, wenn

B>0

ist. —
Es sollen die folgenden abkiirzenden Bezeichnungen eingefiihrt werden.

aag +bby + /DDy =A  by\/Dy +bVD =L
bbo —|—CCO+\/DDO:C (l\/DO—f—ao\/E:J
aag + (lbo + CL(]b =R Qaao =T1T.

Durch elementare Rechnung bestétigt man die Richtigkeit der folgenden Relationen

A+C:E0+2\/DDO
A*— [*=1T(A+C) =1iT(Ey + 2/ DDy) (I)
A-R—L-J= %T B.
Alle diese Ausdriicke sind, wie man sieht, reell.

Bedeutet nun A eine beliebige reelle Zahl, so ist immer, wie im iibrigen A und L
auch beschaffen sein mogen,

{(A—L)-XA+L)}* =20,
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hieraus folgt: es ist auch

{(A= L)+ MA+ L)}* 2 4\(A* — L?) = 20T (Ey + 21/ DDy)

erfiillt. — In dieser letzten Ungleichung wollen wir nun
a durch a, also A durch A+ R
b 2 a + b7 L 9 L + J
& ” a+ 2b + C, EO 9 El

ersetzen, wahrend 7" und D dabei ungeéndert bleiben. Es ist dann auch
{(A—L+R—J)+XNA+L+R+J)}y Z2)\T(E, +2/DDy).
Wéhlen wir endlich noch
- A—L
A+ L

und erweitern die ganze Ungleichung mit dem positiven Faktor (A + L)?, so geht diese
iiber in

{(A+ L) A-L+R—- N+ (A-L)(A+L+R+J)}* = 2(A%> - LT(E, +2v/DDy),

woraus schliefilich unter Bentitzung von (1)

(Eo+2v/ DDy + B)* 2 (Ey + 27/ DDy)(E;y + 2v/DDy) (2)
entspringt. Daraus folgt, da Ey + 2¢/D Dy + B sicher positiv!) ist, der

Satz: ,,Soll Ey 2 Ej sein, so ist nach (2) umsomehr

(Ey+2v/DDy+ B)* 2 Ey +2+/DDy)?,

und da ja Ey + 2v/ DDy > 0 ist, so kann diese Ungleichung nur dann erfiillt sein,
wenn B 2 0 ist.“

Indem wir nun dieselbe Diskussion durchfiihren fiir jeden andern der acht Punkte M,
die wir zu Anfang dieses Paragraphen ins Auge gefasst haben, kommen wir noch zu sie-
ben weiteren Bedingungen analog zu B = 0, denen die Koordinaten (1) des F-Punktes
der Sehne (abc) gentigen miissen, und man iiberzeugt sich so sofort von der Richtigkeit
der Behauptung, die in dem Satz am Anfang dieses Paragraphen ausgesprochen wurde.

Wir wollen noch eine Bemerkung folgen lassen, die sich auf das Minimum der Ent-
fernung der Sehne (abc) vom Mittelpunkte M bezieht.

Wenn a, b, ¢ beliebige komplexe Zahlen sind, so bleibt es unentschieden, ob ein
eigentliches Minimum der Entfernung (M, (abc)) iiberhaupt existiert oder nicht. Sind
aber a, b, ¢ (rationale oder also) ganze komplexe Zahlen, so ist der Ausdruck

E =dag+b'by + e

— wo an Stelle von ', b, ¢ die rechten Seiten der Gleichungen (3) § 15 zu denken sind
— eine positive ganze rationale Zahl. Wird FE fiir einen bestimmten Punkt M etwa

1) Vgl. p. 61.
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gleich der Zahl N, dann kann es fiir andere Punkte M zwar kleiner werden als N, doch
ist nur noch eine endliche Auswahl von Moglichkeiten vorhanden, nédmlich die Reihe

von Werten
0,1,2,3,...,N — 1.

In diesem Falle nimmt E jedenfalls einen bestimmten kleinsten Wert an, ob wir
denselben nach einer endlichen Anzahl von Substitutionen erreichen kénnen, werden
wir in der Folge sehen.

§ 18.
Die Theorie der Reduktion der Dirichletschen Form.

In § 16 haben wir diejenige Invariante angegeben, auf welche die Theorie der Trans-
formationen der Dirichletschen Form (abc) gegriindet werden soll.

Es ist das die Entfernung der Sehne (abc) vom Punkte M. Ubergehend zu der Re-
duktionstheorie, nehmen wir den Punkt M ein- fiir allemal fest an; am besten im Punk-
te My und fundieren dann, analog wie bei der definiten Hermiteschen Form, die Reduk-
tion der Form (abc) darauf, dass wir versuchen, die Entfernung der reprisentierenden
Sehne derselben vom Punkte My zu einem Minimum zu machen.

Vorerst wollen wir die reduzierte Dirichletsche Form so definieren.

Definition. Die Dirichletsche Form (abc) soll dann, und nur dann reduziert heis-
sen, wenn die reprasentierende Sehne derselben wenigstens einen Punkt mit dem Fun-
damentaloktaeder Ty gemein hat.

Aus dem Satz, den wir zu Anfang des vorangehenden Paragraphen ausgesprochen
haben, folgt, wenn die Entfernung (M, (abc)) nach endlich vielen reduzierenden Ope-
rationen ein Minimum geworden ist, dann ist die beziigliche Form sicher eine reduzierte.
Nun wollen wir in diesem Paragraphen zeigen, dass es gar nicht notwendig ist, das voll-
kommene Minimum dieser Entfernung herzustellen, sondern dass es geniigt, dasselbe
anzustreben, um bereits nach einer endlichen Anzahl von Substitutionen auf eine redu-
zierte Form zu kommen.

Das Verfahren ist das folgende. Nach jeder Substitution fassen wir den F-Punkt der
Sehne (a bc) ins Auge, und gehen so vor, als hitten wir diesen Punkt in 7T} iiberzufiihren.
Der einzelne Schritt ist also derselbe wie bei der Reduktion der definiten Hermiteschen
Form. Doch bemerken wir: sei (a bc¢) die betrachtete Form bezw. deren repréisentierende
Sehne, (a' V' ¢) die durch die Substitution S aus (a bc¢) entspringende Form, bezw. deren
Reprisentant, dann geht im allgemeinen der F-Punkt der Sehne (a’ b’ ¢’) nicht aus dem
F-Punkt von (abc) hervor, sofern wenigstens S nicht eine Substitution der Gruppe (U)
ist, die den Punkt M, in sich transformieren. — Wir betrachten also bei der Reduk-
tion nicht einen festen Punkt der die Form représentierenden Sehne, sondern einen
verdnderlichen Punkt derselben.

Die homogenen Koordinaten des F-Punktes der Sehne (abc) sind (vgl. 1, § 17).

f1 = bbo + ccy + / DDO
f = —<Cl()b + bQC)
fg = —(abo + bCQ)

fg = aayp + bbo + vV DD(),

(1)
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oder indem wir an Stelle von f und fy f’ und f” einfiihren, derart, dass f = f' +if”
ist,
f1 = bbo + cco + / DDO
f" = —R(abg + bcy)
"= J(abo + bCO)

f2 = aqop + bbo =+ 4/ DDo,

wo R( ) und J( ) den reellen Teil und bezw. den Koeffizienten von i des komplexen
Argumentes bedeuten.

Vermoge der Substitutionen U, die, wie schon erwdhnt, den F-Punkt einer Sehne
nicht d&ndern, kann man immer erreichen, dass die Koordinaten desselben den Bedin-
gungen (8), § 8 Geniige leisten; das gibt zu den folgenden Ungleichungen Anlass:

(1a)

cco 2 aag; —R(abg + beg) + J(aby 4 beg) 2 0; —R(abg + beg) — J(aby + beg) 2 0, (2)

denen die Koeffizienten a, b, ¢ der Form immer unterworfen werden kénnen.

Nehmen wir an, dass die vorliegende Form (a b ¢) selber den Bedingungen (2) geniige,
soll dann dieselbe noch nicht eine reduzierte Form sein, so darf die Relation fo—2f" = 0,
d. i.

B =+ DDO + aag + bbo + (CLbo + aob) + (bCo + boC) z 0 (3)
— B bedeutet die Abkiirzung fiir die linke Seite der Ungleichung — noch nicht erfiillt
sein (vgl. (4) und (5), §12).

Unterwirft man nun die Form (abc) der Transformation
11
=)

ain a
bina+b (N)
cina+2b+c

wobei nach (3) § 15

iibergehen, so ist das gleichbedeutend als wenn man die Sehne (abc¢) und mit ihr den
F-Punkt derselben, der zu N inversen Transformation

L (1 -1
vl )

unterziehen wiirde (vgl. Satz § 15). Wie man sich sofort iiberzeugt, ist die Substitution
N1 hier gleichbedeutend mit der Substitution N § 12 und es folgt daher aus Satz 2, §
12, dass die Operation (N) eine Annéherung des F-Punktes, und daher auch der Sehne
an das Oktaeder T involviert.

Nun ist bekanntlich (Satz, § 16, indem man dort <3 g) = (é (1)> annimmt)

Ey = aag + 2bbg + ccg
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derjenige Ausdruck, welcher die Entfernung der Sehne (a b ¢) vom Punkte My bestimmt.
Analog wird daher

Ey = aag + 2(a + b)(ag + bo) + (a +2b+ ¢)(ao + 2by + o)

die Entfernung der transformierten Sehne (vgl. (N)) von M, charakterisieren.

Wenn wir die Formen B, Ey und F; mit den gleichbenannten in § 17 vergleichen,
so sehen wir, dass sie mit jenen vollkommen iibereinstimmen. Die Diskussion im eben
zitierten Paragraphen hat nun folgendes ergeben.

Solange
B <0

ist, ist auch immer
E, < Ey.

Daraus folgt, solange die Ungleichung (3) nicht erfiillt ist, reduziert immer die Ope-
ration (V) die Entfernung der gegebenen Sehne vom Mittelpunkt Mj.
Nun ist

Eo+ B =+/DDy+ aag + bby + (a + b)(ag + bo) + (b+ ¢)(bg + co) > 0,

also ist umsomehr auch

Ey+2+/DDy+ B > 0.

Aus der im letzten Paragraphen gewonnenen Ungleichung

(Eo +2+/DDy + B)* = (Ey + 2v/DDy)(E1 + 2v/ DDy)

die fiir ganz beliebige Werte von a, b und c gilt, folgt, dass, wenn B < 0 ist, dass dann

auch
Ey+2/DDyg+ B > E{+2+/ DDy,

ist und hieraus ergibt sich endlich
AE = Ey,— E, > |B|. (5)

AFE bedeutet die Differenz der Entfernungen der urspriinglichen Sehne und der, bei
der Transformation (NN) aus derselben entspringenden Sehne vom Punkte My; oder also
die Anndherung der betrachteten Sehne an M, die die Operation N hervorbringt.

Da nun nach Voraussetzung (namlich die Diskriminante der gegebenen Form sei
von Null verschieden) die Entfernung der reprisentierenden Sehne der urspriinglich ge-
gebenen Form von M, eine endliche war, und da ferner, wie man aus (5) ersieht, die
Operation M solange B < 0 und dem Betrage nach endlich ist, immer eine endliche
Reduktion dieser Entfernung hervorbringt, so muss nach endlich vielen Transformatio-
nen N die Entfernung einmal so klein werden, dass die Sehne wenigstens den F-Punkt
mit dem Fundamentaloktaeder T gemein hat.

Wie bei den Hermiteschen Formen, wollen wir auch hier zum Unterschied die Koef-
fizienten einer reduzierten Form mit grossen Lettern bezeichnen, also eine solche Form
(ABC) statt (abc) schreiben.

Entsprechend dem Umstande, dass der F-Punkt der Sehne nicht dem durch die
Bedingungen ((4) und (5) §12) charakterisierten Teile von T, anzugehéren braucht,
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sondern beliebig in T, gelegen sein kann, lassen sich die Bedingungen (2) und (3) oben
erweitern, so dass die Ungleichungen (2) ganz zum Wegfalle kommen und durch andere
ersetzt werden. Man erhilt das umfassendere System von Bedingungen, wenn man
nicht nur die Form (abc), sondern jede Form (abc)U denselben Forderungen (2) und

(3) unterwirft, wo U jede der Transformationen der Gruppe (U) bedeuten soll.
Zufolge (2) § 8 und (3) § 15 ist

(abc)Uy = (a, —ib, —c)
(abc)Uy = (¢,b,a)

und daher

(ab() + bCo)Ul = i(abo + bCo)
(abo + bCO)UQ = (Cbob + boC),

woraus man allgemein U(abc) und U(aby + bey) entnehmen kann (vgl. 3 § 8).

Indem man nun zu (3) diejenigen Bedingungen hinzu nimmt, die aus ihr hervorgehen,
wenn man an Stelle von a, b, ¢, U(abc) setzt, erhélt man das folgende erweiterte System
von Ungleichungen, denen die Koeffizienten der reduzierten Form (A B C') zu geniigen
haben:

(7)

/DDy + AAy + BBy +2|R (ABy + BCy)| = 0
/DDy + AAq + BBy + 2| Ri(ABy + BCy)| 0 N
/DDy + BBy + CCy + 2| R (ABy + BCh)| 2 0
/DDy + BBy + CCy + 2| Ri(ABy + BCy)| 2 0

Es sei noch bemerkt, dass die Bedingungen (8) zwar hinreichend sind dafiir, dass
die Form (A B C) eine reduzierte ist, sie sind aber durchaus nicht notwendig, denn es
kann auch Sehnen geben, deren F-Punkt nicht dem Fundamentaloktaeder T, angehort
und die doch einen Punkt mit 7y gemein haben. Von den Bedingungen (8) aber wissen
wir, dass sie fiir jede gegebene Dirichletsche Form (deren Diskriminante nicht = 0 ist)
durch endlich viele Operationen erzielt werden kénnen.

Es wiirde nicht schwer fallen, bei Betrachtung der Diagonalebenen von Tj die not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir eine reduzierte Form aufzustellen, doch
werden wir davon keinen Gebrauch machen.

§ 19.
Algorithmus der Reduktion der Dirichletschen Form.

Ist (abc) die zu reduzierende Form, so bilden wir zuerst
aag, cco und f = —(aby + beo)
und sehen zu, ob die Bedingungen (2) § 18, d. i.
cco Z aag; R(f)+T(f) 20 R(f)—J(f)>0 1)

erfiillt sind. Sind sie nicht erfiillt, so erreicht man zuerst etwa durch die Transformation
Us, dass die erste der Bedingungen (1) befriedigt ist, und dann durch U7, dass auch
noch die beiden andern Ungleichungen erfiillt sind.
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Aus rein praktischen Griinden wollen wir hier die aus (6) und (7) § 18 abgeleiteten
Tabellen, die (abc)U und (f)U ergeben, fiir jede der acht Transformationen der Grup-
pe (U), vollstiandig notieren. Ein Blick auf dieselben wird, bei der Durchfiihrung der
Reduktion, geniigen, um erkennen zu lassen, welche der Transformationen U die Form
(abc) in diejenige Form iiberfiihrt, deren Koeffizienten die Bedingungen (1) befriedigen.

(abc)U = (a,b,c) (abe) Uy = (c,b, a)
(abc)Uy = (a,—ib, —c) (abc)U2U1 (¢, —ib,—a) @)
(abc)U? = (a, —b,c) (abe)Us Ui = (¢, — )
(abc)U; = (a,ib, —c) (abc)U = (¢,ib, —a)
(oY = f (f) Us —fo
(U =1 f (U Ul—zfo 3)
(NHUF =~f (U = -
(U} = —if (UU} = —lfO-

Ist dann (abc) die aus Tabelle (3) erhaltene Form, deren Koeffizienten den Unglei-
chungen (1) Geniige leisten, und ist f der beziigliche Wert von f, so bestimmt man
noch

= /DDy + ady + bby — 2R(f), (4)
0 DD, eine zum voraus gegebene positive Konstante ist.
Wenn nun B 2 0 ist, so ist die Form bereits reduziert.
Ist aber B < 0, dann setzen wir an Stelle

von a

I

jwpll

a+b (5)
¢ a+2b+¢ (vgl (N)§18),

und kommen so auf eine neue Form, die wir ganz in derselben Weise behandeln, wie

wir es eben mit (abc) getan haben. Dies muss solange wiederholt werden, bis endlich

der Fall eintritt B = 0.

Sei (A B (') diejenige reduzierte Form, auf die wir bei dem oben besprochenen Ver-
fahren schliesslich gefiihrt werden (deren Koeffizienten also auch den Ungleichungen (1)
geniigen), dann hat die reduzierende Substitution R, die die gegebene Form in (A B C')
iiberfithrt, der Hauptsache nach dieselbe Gestalt wie R in (4) § 14; nur hat man die
Bemerkung am Schluss von § 15 zu berticksichtigen. Die ndmliche Erorterung, die wir
in § 14 an die Determinante |R| ankniipften, gilt auch hier.

Ist |R| = £1, so ist (A B (') eine zur urspriinglich gegebenen Form aequivalente
reduzierte Form, im Sinne der Picardschen Gruppe T'.

Ist aber |R| = +i, so ist erst (A BC)U; zur Ausgangsform aequivalent durch die
Gruppe I'.

Zur Erlauterung der nachstehenden Tabelle, in welcher die Reduktion der Form

(215 + 312 - i)u® + 2(—159 + 501 - i)u - v + (—684 + 252 - i)v”

durchgefiihrt ist, sei noch folgendes bemerkt. Unter der Rubrik U sind diejenigen U-
Substitutionen verzeichnet, die die links stehende Form in die oben (abé) bezeichnete
Form iiberfiihren, deren Koeffizienten den Ungleichungen (1) geniigen. Das Ubrige ist
aus der vorangehenden Diskussion versténdlich.
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Beispiel.
Form (215 + 312 -4, —159 4 501 -4, —684 + 252 - 7).
D=—36—-90-i: /DDy=96+0, wo0<6<1.

a b c aaq cco f = —(abg + beg) U bbg B ;EbBD—DQ()RJEJFtL)ao
2154312 -4 —159 4+ 501 - % —684 4 252 - % 143569 531360 —357135 4 459939 - ¢ Uf' 276282 —499931
2154312 -4 —286 4+ 153 - % —103 — 258 - ¢ 143569 77173 23770 4+ 211674 - 1 UaUy 105205 —240874

—103 — 258 - ¢ 50+ 28 -1 —1242 .4 77173 148 12918 4 10452 - ¢ Usy 3284 —22308
—124 2.4 384301 —15—200 -1 148 40225 6966 — 7586 - ¢ Uy 2344 —12584
—12+2.4 18 — 36 -1 63 + 126 - ¢ 148 19845 3690 4 4934 - 4 Uiq’ 1620 —8000
—12+2.1 24 +20-14 —3 —-88-1 148 7753 2080 — 2340 - 4 Uy 976 —3460
—124 2.1 8 —22-1 31442 -1 148 2725 816 + 1266 - ¢ U? 548 —1740
—1242 -1 10410 -1 1—24-4¢ 148 577 330 — 390 -1 Uy 200 —336
—1242 .1 —2—-8-1 T+6-1 148 85 54 + 144 - 1 UaUq 68 —39

7T+6-1 —148-14 3+8-14 85 73 —102 430 -4 U2U12 65 +30

Reduzierte Form (34 8-, 1 =84, 7+ 6-1).

1—-8-2 71
3
R=U;NUU NU, .. NUQUI_(5+3 i —4—3-Z')'

Es sei hier noch folgende Tabelle angegeben, deren wir zur Aufstellung der reduzie-
renden Transformation R bediirfen.

() e
0o e ()
W:(? ) Uy U2 = (2 >
() e

(hergeleitet aus (2) §
Fiir unser Beispiel ist nun

R:WN@MN@NMNWNMNWNMN%MN%W:(?;;44?&)

und man findet
|R| =1,
wie auch aus dem Umstande folgt, dass die Summe der Exponenten von U; gleich 12
ist.
Es ist daher die Form
(348, 1 — 8, 7+ 61)

eine zur Ausgangsform aequivalente reduzierte Form, im Sinne der Gruppe I'.
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§ 20.
Die Kette der reduzierten Formen.

Wir fassen nun die Gesamtheit aller derjenigen Oktaeder T" ins Auge, die wenigstens
einen Punkt mit der reprisentierenden Sehne der Form (abc) gemein haben.

Sind (7 und (5 die Endpunkte der Sehne, und denken wir uns dieselbe in bestimmtem
Sinne, etwa von (; nach (5 durchlaufen, so werden wir dabei auf eine unendliche Reihe
von Punkten

...P_Q,P_l,Po,Pl,PQ,... (].)

gefiihrt, die die Eigenschaft besitzen, dass in jedem derselben die Sehne (a b ¢) aus einem
Oktaeder heraus in ein neues iibertritt. In der Reihe (1) ist offenbar die Succession der
Glieder eine eindeutig bestimmte, wihrenddem die Wahl des Null-Index der Natur nach
willkiirlich bleibt.

Betrachten wir ein beliebiges Segment der Sehne (abc), das zwischen zwei konse-
kutiven Punkten P, und P.; der Reihe (1) liegt. Im allgemeinen wird dasselbe dem
Innern eines der Oktaeder T" angehoren. Es sei

TG, T

i_177—17;077—;1771izv (2)

e
die Gesamtheit dieser Oktaeder; und zwar in derjenigen Reihenfolge aufnotiert, die der
Reihe (1) korrespondiert. Wir wollen diese (2) Reihe von Oktaedern die Basisreihe
heissen, inbezug auf die spéater folgende Reihe (3).

Es gilt der

1. Satz: ,Die Basisreihe der Oktaeder ist hinsichtlich der Rangordnung der Glieder
fiir jede gegebene Form (abc) eindeutig bestimmt. Dagegen ist die Wahl des In-
dex ig willkiirlich; wir wollen deshalb zwei solche Reihen (2), von denen die eine
durch blosse Verschiebung der Indices aus der andern hervorgeht, als identisch
ansehen.”

Es kann aber das Segment P, P, der Sehne (abc) auch in eine Seitenfléche eines
Oktaeders T hineinfallen. Dieses Segment gehort dann nicht nur diesem einen Okta-
eder T an, sondern mehreren. Wie aus Satz 3 § 9 und der Diskussion in § 10 folgt,
gehort dasselbe aber jedenfalls nur endlich vielen Oktaedern an. Es ist daher moglich,
dieselben in eine zuerst zwar willkiirliche Reihenfolge anzuordnen, die wir aber dann ein
fiir allemal beibehalten wollen. In dieser festen Anordnung denken wir sie eingescho-
ben zwischen diejenigen beiden Glieder der Basisreihe (2), die die Segmente P, 1P
und P, 1P, o enthalten. Und das denken wir uns getan fiir alle Segmente P, P, 1, die
die eben besprochene Figenschaft besitzen. Die so erhaltene neue Reihe von Oktaedern
wollen wir fiir den Augenblick erweiterte Basisreihe heissen.

Endlich fassen wir noch einen beliebigen Punkt P, der Reihe (1) ins Auge. Sei T’
dasjenige Oktaeder, das mit der Sehne (abc) die Strecke P, 1P, gemein hat, bezw.
wenn es deren mehrere gibt, das letzte in der erweiterten Basisreihe; und es sei ferner
T" dasjenige, das mit der Sehne (abc) das Stiick P, P, gemeinschaftlich besitzt, oder
gegebenen Falls, das erste solche in der erweiterten Basisreihe. Es kann nun sein, dass
es auch noch solche Oktaeder gibt, die nur gerade den Punkt P, mit der Sehne (abc)
gemein haben; jedenfalls aber gibt es (nach schon oben zitiertem Satz) solcher nur
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endlich viele. Es ist daher auch in diesem Falle moglich, dieselben in eine willkiirliche,
aber feste Reihe einzufiigen und dieselbe zwischen T" und 7" in die erweiterte Basisreihe
einzuschieben. Das denken wir uns wiederum fiir alle Punkte der Reihe (1), die die eben
diskutierte charakteristische Eigenschaft besitzen, getan. Auf diese Weise lésst sich die
Gesamtheit aller Oktaeder T, die mit der Sehne (abc) wenigstens einen Punkt gemein
haben, in eine Reihe anordnen.

T, T, T, Ty, Ts ... (3)

sei diese Reihe, wir wollen sie bezeichnen als eine zur gegebenen Form (a bc¢) gehorende
Kette von Oktaedern und die Reihe (2) heisse die zur Reihe (3) gehérende Basisreihe.
Man erkennt so die Richtigkeit des folgenden Satzes.

2. Satz: ,Die zu einer Form (abc) gehorende Kette (3) von Oktaedern besitzt die
Eigenschaft, dass es in ihr eine Succession von Gliedern gibt, ndmlich die Ket-
te (2), die eindeutig bestimmt ist. Zwischen die Glieder dieser engern Reihe hinein
driangen sich die noch iibrigen Elemente der Kette (3) so, dass zwischen je zwei
Glieder der ersteren nur ganz bestimmte Elemente eintreten, deren Rangordnung
jedoch gewissen Willkiirlichkeiten unterworfen bleibt.

Wir wollen diesen Satz noch durch die folgende Bestimmung ergénzen.

3. Satz: ,,Zwei Ketten (3) von Oktaedern, die zu ein und derselben Form gehoren, die
daher dieselbe Basiskette (2) besitzen und die sich nur dadurch unterscheiden, dass
die zwischen die Glieder dieser letztern eingeschobenen Elemente gegeneinander
permutiert sind, wollen wir als nicht wesentlich von einander verschieden ansehen,
und zwar auch dann nicht, wenn die Indices der Glieder der einen Reihe um eine
konstante ganze Zahl von denjenigen der korrespondierenden Glieder der andern
Reihe differieren.“

Nach diesen Festsetzungen iibersieht man nun, dass die einer gegebenen Form (a b c)
angehorende Kette von Oktaedern (3) eindeutig bestimmt ist.

Jedem Oktaeder T; der Reihe (3) entspricht nun eine Substitution S, die 7; in
das Fundamentaloktaeder Ty tiberfiithrt. (Eigentlich sind es deren vier; ndmlich alle
Substitutionen US, wo U jede Transformation der Gruppe (U) bedeuten kann; wir
wollen solche vier Transformationen als eine einzige ansehen.)

Sei nun

/ ! ! / /
. 572, 5717 SO, 19 2y + -t

die der Reihe (3) entsprechende Reihe von Substitutionen, so dass S T; in Ty tiberfiihrt.
Zufolge des Satzes § 15 transformieren die zu den obenstehenden inversen Transforma-
tionen die gegebene Form je in eine aequivalente reduzierte Form. Es sei

e 5_27 S_l, So, Sl, S27 ce (4)

die Reihe dieser Substitutionen und zwar so, dass S; = (S!)~! ist fiir jeden Index i.
Ferner sei

e P2, Y1, Lo, P1, P2, - (5>

die Kette der reduzierten Formen und zwar soll fiir jeden Index i ¢; = (abc)S; sein.
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Definition. Die Formenreihe (5) wollen wir die zu der gegebenen Form (abc)
gehorende Kette von reduzierten Formen heissen. Sie ist eindeutig bestimmt, wenn
man dieselben Willkiirlichkeiten, die der Reihe (3) anhaften, auf sie iibernimmt.

Es soll nun die Richtigkeit des folgenden Satzes bewiesen werden.!)

4. Satz: ,,Zwei Dirichletsche Formen f und f’ sind stets und nur dann aequivalent,
wenn zu der einen Form dieselbe Kette von reduzierten Formen gehort, wie zu der
andern Form.“

Gehe f iiber durch die Substitution S in die Form f’, also dass

fr=1rs (6)

ist, und seien ferner (3), (4) und (5) die zu der Form f,

LT, T, T, T, TS, . .. (7)

S, S, S, S), Sk (8)
und

s ‘SOL27 SOLD 9067 80/17 §0/27 toee (9>

die zu der Form f’ gehorenden Ketten von Oktaedern, reduzierenden Substitutionen
und reduzierten Formen. Nun geht durch die Transformation S—! die Sehne der Form
f tber in diejenige der Form f’ und damit zugleich die Reihe (3) in die Reihe (7).
Nehmen wir an, dass etwa 7" nach 7T tbergefithrt werde, die Reihe (7) kann dann so
vorausgesetzt werden, dass auch T in 7}, ,, T5 in T}, u. s. w., allgemein

T; in T, fiir jedes ¢

iitbergeht; wir wollen fernerhin an dieser letzten Voraussetzung festhalten. Die Trans-
formation S;'S fiihrt das Oktaeder T}, iiber in das Fundamentaloktaeder T, man
schliesst daraus, dass

(S;LJri)il = S;ISJ also Sr,/1+z == Silsi
und ferner S = S;(S! ;)"

n—+i

(10)
sein wird. Da durch die Substitution S, f" iibergeht in ¢/, ;, so folgt (aus (5), (6) und
(10))

80:1+¢ = f,S;H—i = f/S_ISz‘ = fSi =i
fiir jeden Index @

woraus der Satz abgeleitet wird.

1) Die hier folgende Diskussion, wie auch diejenige in § 21, ist entnommen aus der in § 1 zitierten
Abhandlung von Herrn Hurwitz. Vgl. daselbst §§ 7 und 8.
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5. Satz: ,,Geht die Form f durch die Transformation S in die Form f’ {iber und sind
(5) und (9) die zu f und f’ gehorenden Ketten von reduzierten Formen, sowie (4)
und (8) die beiden korrespondierenden Reihen von reduzierenden Substitutionen,
so ist fiir jeden Index i

-1

SD;LH =p; und S = Si(s’;l-‘ri) ,
wo n eine feste ganze Zahl bedeutet.*

Die Zahl n ist nach Festlegung der Nullindices in den Reihen (4) und (8) eindeutig
bestimmt, wie man aus dem folgenden Ansatz sofort erkennt

S =8i(Sy) "t =Si(Sh.)

Hieraus folgt ndmlich
Salwm‘ = S;n—i-i’

und da die Oktaeder einer Kette jedenfalls alle von einander verschieden sind und mit
ihnen auch die beziiglichen Transformationen, so kann die obige Gleichung nur bestehen,
wenn n = m ist.

Seien nun f und f’ zwei Dirichletsche Formen, (5) die Kette der zu f, (9) diejenige
der zu f’ aequivalenten reduzierten Formen und besitzen f und f’ die Eigenschaft, dass
die Ketten (5) und (9) irgend ein Glied gemein haben, etwa

Po = ¢,
so folgt aus
fSo=¢o, ['S;=¢,
fSo = 1Sy,
daher ist
S = Su(S,)™

eine Transformation, die f in f’ iibergehen ldsst. f und f’ sind daher einander aequi-
valent und aus Satz 5 ergibt sich

6. Satz: ,,Wenn die zu zwei Formen f und f’ gehorenden Ketten (5) und (9) von
reduzierten Formen irgend ein Glied gemein haben, z. B. ¢!, = ¢o, so geht die
Form f durch die Substitution S = Sy(S’,)~! in die Form f’ iiber und es ist dann
fiir jeden Index ¢

Pi = ()0;1+i; S = Si(ST/“LJri)_l
erfillt.«

Satz 4 ist Schlussfolgerung aus den Sétzen 5 und 6.
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§ 21.
Transformation einer Dirichletschen Form in sich.

Die Sétze 5 und 6 aus dem vorangehenden Paragraphen wollen wir nun anwenden
auf den Fall, dass die Form f’ mit der Form f identisch ist. Die Reihen (4) und (8) und
ebenso (5) und (9) in § 20 stimmen dann mit einander iiberein, und es bedeutet S eine
von der identischen verschiedene Transformation, die die Form in sich selber iiberfiihrt.
Wir finden daraus das folgende Verfahren zur Bestimmung derjenigen Transformatio-
nen, die eine gegebene Form in sich selber {ibergehen lassen.

Sei o eine bestimmte Form der Reihe (5), es muss dann in derselben Reihe noch
weitere Formen geben, die mit ¢, identisch sind. Ist ¢, eine solche Form, so wird
S = Sp5; ! eine der gesuchten Transformationen, und es ist dann auch fiir jeden Index ¢
Sp+i identisch mit S;. Bedeutet |n| den numerischen Wert von n, dann wird die Kette (5)
nichts anderes als die periodische Wiederholung der |n|-gliedrigen Reihe

Yo, P15, P2, -- -, §0|n|
Man folgert hieraus

1. Satz: ,Die Form f besitzt dann und nur dann von der identischen verschiede-
ne Transformationen in sich, wenn in der zu f gehorenden Kette von reduzier-
ten Formen ein und dieselbe Form wiederholt auftritt. Ist dann in der Reihe
00y P15 P2y -5 Py Pmat, --- Pm die erste Form, die mit ¢y sich deckt, dann be-
steht die betreffende Kette aus der periodischen Wiederholung der m-Formen

Yo, P15, P2, -5 Pm—1-

Die Transformation S = 5,51 fiihrt die Form in sich iiber, und jede andere
Transformation, die dasselbe leistet, ist eine Potenz von S.*

Zum Schlusse wollen wir noch zeigen, dass es wirklich solche Transformationen einer
Dirichletschen Form (abc) in sich geben muss, wenn die Koeffizienten derselben ganze
komplexe Zahlen sind.

Ist (abc) eine solche Form und sind ¢; und {, die Wurzeln der Gleichung

aC® + 20 + ¢ =0,

also zugleich auch die Endpunkte der Sehne (a bc), so kann man mit Hiilfe der Transfor-
mationen U immer erreichen, dass wenigstens einer der Punkte (; und (> auf der obern
Halfte der Kugel R liegt. Zu jeder reduzierten Form gibt es eine aequivalente reduzierte
Form, die dieser Forderung geniigt; nehmen wir an, dass
(abc) selber diese Bedingung erfiille. Wir denken uns jetzt
die beziigliche Sehne projiziert vom Punkte co aus auf die
¢ n-Ebene des urspriinglichen Koordinatensystems. Wir be-
trachten nun diese Projektion. Der eine der beiden Endpunk-
te (1 und (s der projizierten Sehne liegt nach Voraussetzung
ausserhalb des Kreises ¢2 + 7% = 1. Soll die Form (abc) eine
reduzierte sein, so muss die geradlinige Strecke ((1(2) we-
nigstens einen Punkt gemein haben mit der Projektion des Fundamentaloktaeders 7T
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vom Punkte co aus auf die £ n-Ebene, d. h. mit dem in obenstehender Figur schraf-
fierten Quadrat. Bezeichnet nun s die gewohnliche Entfernung ((, (») und ebenso ¢ die
gewohnliche Entfernung (O, M), wo O Anfangspunkt ist des Koordinatensystems & 7,
und wo M denjenigen Punkt der Sehne ((;(,) andeuten soll, der in der Mitte zwischen
jenen beiden Punkten liegt, dann erkennt man die folgenden notwendigen Bedingungen
dafiir, dass die Form (abc) eine reduzierte ist; es muss

(@ s>1—— @ S+1 oy

V2’ 2 V2

sein. Die &- und n-Koordinaten der Punkte (;, (5 und M sind nun die folgenden:

Gr 2G-Sl LD ravD),

2aag
i<c . C ) _ —i(abo — Clob) + Z(CL DO — CL(ﬂ/E) .
i >t >l 2aa ’
. 1 . —(abo + CL()b) — (CL\/ D() + ao\/ﬁ)
CZ : _(€2 + CQO) - )
2 2aay
i<< . C ) _ —i<ab0 — (lob) - i(a\/ D() - CL()\/E) .
i 2 %0 2aag ’
M —(aby + apb)  —i(aby — agb)
' 2aag ’ 2aag '

Hieraus findet man

2 <a\/ﬁo+a0\/ﬁ>2+<ia Do—aox/ﬁ>2:4\/D—DO

aag aag aag

2 ab() + aob 2 ‘abo - aob 2 bbo
oo (B (ot
2aag 2aag aag
Indem man diese Werte in (a) und (b) substituiert und wenig umrechnet, findet
man die folgenden Ungleichungen, denen die Koeffizienten a, b, ¢ einer reduzierten Form
notwendig zu geniigen haben,

(") +aay < \/25\/_51 v/ DD,

B /bby < ,/% + /DDy )

Da nun aag und bby positive ganze rationale Zahlen sind und da DD, eine positive
Konstante ist, so folgt aus der ersten Ungleichung, dass es nur endlich viele Werte von a
geben kann, und auf Grund dieses Umstandes folgt dann weiter aus der Ungleichung (b'),
dass es auch nur eine endliche Anzahl von Losungen gibt fiir den Koeffizienten b. Da
endlich zu jeder Annahme von a und b der Koeffizient ¢ schon bestimmt ist, so gibt
es (bei gegebener Diskriminante D) nur eine endliche Zahl von Systemen (abc), die
die Ungleichungen (a) und (b) befriedigen, und mithin gibt es auch nur endlich viele
reduzierte Formen, was wir zu zeigen beabsichtigt haben.

1) Die Ungleichungen (a) und (b) decken sich im wesentlichen mit denjenigen, die Fricke und Klein
aufgestellt haben; vgl. Aut. I, p. 460 u. 461.
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§ 22.
Das Oktaeder O.

Wir wollen in diesem Paragraphen dasjenige Oktaeder betrachten, das bestimmt ist
durch die Punkte (00,0, 1,4, —1, —i) der Kugel K, als Ecken desselben; wir wollen es kurz
O benennen. Es soll gezeigt werden, dass dasselbe in engem Zusammenhange steht mit
dem Fundamentaloktaeder Tj; sodann soll die Gesamtheit derjenigen Transformationen
der Gruppe I' aufgesucht werden, die die Eigenschaft besitzen, einen Punkt P von O
in einen andern Punkt P’, der auch O angehort, iiberzufithren; und endlich soll noch
nachgewiesen werden, dass die Punkte von O durch eine dhnliche Invariantenbedingung
charakterisiert sind, wie die Punkte von Tj,.

Seien (a by by ¢) die homogenen Koordinaten eines Punktes P. An Hand der Formeln
(1) und (2) und der Bemerkung 1 § 2 findet man die folgenden Bedingungen dafiir, dass
der Punkt P dem Innern, bezw. der Begrenzung von O angehort. Es muss

b1+b2—6§0 b1+bz—a§0
—b1+b2—0§0 —b1+bz—&§0 (1)
—bl—bz—C§0 —bl—f—bg—aéo
bl—bg—c§0 b1+bg—a§0
sein. — Durch die Ungleichungen
b1+b220, bl—bQEO,a—Zblzo,c—lez() (2)

ist ein gewisses Tetraeder, wir wollen es mit Ay bezeichnen, charakterisiert. Es ist das-
selbe dasjenige Viertel des Fundamentaloktaeders T, das von den durch og hindurch-
gehenden Diagonalebenen desselben herausgeschnitten wird und das dem Punkte 1 der
Kugel zugewendet liegt.

Ay geht bei der Transformation Us in sich iiber (vgl. (4) § 8), bei der Transformation
Ul(r) (r=20,1, 2, 3) geht Ag in ein neues Tetraeder A, iiber, so dass die vier Tetraeder
Ag A1 Ay Az zusammen das Oktaeder Tj einfach und liickenlos ausfiillen.

Wir wollen nun unter A’ dasjenige Tetraeder verstehen, das entsteht, wenn wir Ag

der Transformation
1 —1
v=( )

unterwerfen. Sind (a’ b} 0, ¢’) die Koordinaten des aus (a by bs ¢) durch die Substitution N
entspringenden Punktes, so berechnet man mit Hiilfe von (3) § 6

a) d =a—2b+c oder B) a =ada + 20+

b’lzbl—c blzbll‘i‘cl (3)
b/2:b2 bgzbé
d=c c =¢,

und es werden daher die Bedingungen, denen die Punkte von A’ zu geniigen haben,
die Folgenden (indem man die Ausdriicke (3 () in (2) substituiert und die Akzente
weglésst):

by —by—c=0 c—a<0

4
—b1+b2—0§0 2b1+0§0 (>
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Indem man die aus (4) sich ergebenden Begrenzungsebenen von A’ néher betrachtet
und mit (1) vergleicht, erkennt man die Richtigkeit der folgenden Behauptung.

Das Tetraeder A’ fallt in seiner ganzen Ausdehnung zusammen mit demjenigen
Tetraeder, das bestimmt ist durch den Kugelpunkt (—1) als Ecke und derjenigen Sei-
tenfliche von Tj die in der Ebene ¢+ 2b; = 0 liegt als gegeniiberliegende Seite. Es bildet
dasselbe ein Stiick der Ergédnzung des Oktaeders T zum Oktaeder O. — Durch die
Transformation U geht A’ {iber in aequivalente Tetraeder A”, A™ ... die sich an die
andern Seitenflachen von 7j anlegen und von denen je eine Ecke in einen der vier Punkte
(£1, £4) der Kugel hineinfillt. Bestimmt man analog wie fiir A’ die Begrenzungsebenen
fiir A”, A" ..., so sieht man schliesslich die Richtigkeit des folgenden Satzes ein.

,Die Tetraeder A’, A" ... zusammen mit A bis Az erfiillen das Oktaeder O einfach
und liickenlos.“

Aus den vorausgehenden Darlegungen erkennt man ferner: Ist P ein Punkt von O,
so kénnen wir zu ihm immer wenigstens einen, im allgemeinen zwei aequivalente Punkte
Py und P} finden, die A, angehoren.

Man iiberzeugt sich durch einfache Rechnung, dass die Transformationen der Grup-
pe (U) O in sich iiberfiihren.

Es soll nun die Gesamtheit (V') derjenigen Transformationen V' der Gruppe (I')
bestimmt werden, die einen Punkt P von O in einen neuen Punkt P’ von O iiberfithren
und die nicht zugleich in der Gruppe (U) vorkommen.

Bedeuten U und U’ zwei beliebige Transformationen der Gruppe (U), dann kann
man jeder der gesuchten Substitutionen V' die Gestalt geben

V =UNU (5)

(N, vgl. oben). In der Tat sei S eine beliebige Transformation, die den Punkt P in den
Punkt P’ iiberfiihrt, die beide O angehoren, so ist also

P'=SP.

Da P und P’ einander aequivalent sind, so gibt es in A einen Punkt P, der beiden
zugleich entspricht. Nach den Erorterungen im ersten Abschnitt dieses Paragraphen
muss es zwei Substitutionen V; und V5 geben, so dass

P=Wik,  P'=VP
ist und zwar nehmen dieselben die Form an
Vi=UN" Vo =U'N?®

wo r und s gleich 0 oder 1 sind.

Nun muss also
U'N*=SUN"

sein, woraus

S — U/NS—TU—I
folgt. Hier kann s — r die Werte annehmen 1, 0 und —1; bemerken wir noch, dass

N'=UNU;?
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ist, wie durch elementare Rechnung sofort verifiziert werden kann, so iibersieht man,
dass die rechte Seite der obigen Gleichung fiir S tatséchlich immer die Gestalt (5)

annimmt, sofern sie nicht bloss eine Substitution der Gruppe (U) wird, was wir zeigen

wollten.
01 09
(2 %) (%)

Sei
das Koeffizientensystem der Substitution V', es soll noch untersucht werden, wie die
0y ...04 beschaffen sind.

Bezeichnen wir mit €, ¢ und ebenso mit n und 7’ je irgend eine der Zahlen 41, +i,
dann nehmen bekanntlich die Substitutionen U die Formen an

e O 0 n
(0 1) oder (1 0>

und ferner ist, nach Annahme

Geméss (5) erhélt daher V' eine der folgenden vier Gestalten
e 0\ (1 —1\ (€ 0\ [e€ ¢
0 1/J\0 1 0 1) \0 1
e 0\ (1 =1\ /(0 ©\ [—€ e
0 1)\0 1 1 0/ \1 0
, (7)
0 n\ (1 =1\ (e 0O\ (0 n
1 0)\0 1 0 1) \¢ -1
0 n\ (1 =1\ /0 9w\ _ (n O
1 o/\o 1)\1 0) " \-1 y
aus denen man ersieht, dass das System (6) den folgenden Bedingungen Geniige leistet

0; = 1 fiir drei der Indices ¢ (8)
0; = 0 fiir den vierten Index.

Diejenigen unter den Substitutionen V fiir die 6,04 — 0203 = £1 ist, gehoren der Picard-

schen Gruppe I' an, es sind das im wesentlichen die folgenden acht

1) 6 1) ()6 )
b G) GG

Zum Schlusse soll noch die Invariantenbeziehung aufgestellt werden, die die Punkte
von O charakterisiert.

Acht der Kanten von O, ndmlich diejenigen, die von den Ecken 0 und oo ausge-
hen, sind Elementarsehnen. Wir wollen dieselben, analog wie die ihnen zugehorenden
Oktaeder, Nachbarsehnen von oy nennen.
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Die Invariantenbedingung driickt sich dann in folgendem Satze aus:

»1st der Punkt P(a by by c) ein Punkt im Innern von O, so ist seine Entfernung von
der Fundamentalsehne oq kleiner oder doch nicht grésser als seine Entfernung von jeder
beliebigen andern Elementarsehne, ausgenommen einer Nachbarsehne von (.

Der Beweis ist der: Setzen wir wie in (2) § 10

b=¢elbi| +inlby|; a=A+|b1|+|b2] und c=C+ |bi]+ |bo,
so folgt aus (1), ist P ein Punkt von O, so ist
Aund C = 0.
Es soll a(\ p) die Abkiirzung sein fiir den folgenden Ausdruck
Appio + CXo + [br] (1 — €X) (110 — €Xo) + [ba| (1 + in) (1o — inAo);

bedeuten ferner a* und A* die grossere der beiden Zahlen a und ¢ bezw. A und C, so
folgt aus Satz 4, § O:

Damit der Punkt (a by by ¢) von der Sehne o eine kleinere oder doch nicht grossere
Entfernung hat als von jeder andern Elementarsehne o, muss

a(yp) = a*
oder also
Apo + CAXg + b1 | (11 — €X) (o — €Xo) + |ba| (1t + inA) (10 — inXo) = A* + [b1| + |ba| (9)

sein, fiir beliebige ganze komplexe Zahlen A, p ohne gemeinschaftlichen Teiler, von
denen diejenige nicht gleich Null sein darf, die als Koeffizient von A* auf der linken
Seite auftritt.

Die Ungleichung (9) ist besténdig erfiillt, wenn keiner der Koeffizienten

s A, p— €A, A inA

verschwindet. Wird jedoch einer der Koeffizienten gleich Null, so kann in der Tat der
Fall eintreten, dass (9) nicht mehr erfiillt ist, und zwar handelt es sich dabei nur um
einen der Koeffizienten

— €N, 4.
Beide Fille fithren auf einen der Punkte +1, 44, d. h. in letzter Linie auf eine Nach-
barsehne von oy.

[II. Die Picardsche Gruppe aus dem Zahlkorper der dritten
Einheitswurzel.

§ 23.
Aufstellung der Picardschen Gruppe I';.

Wir betrachten im dritten Abschnitt der vorliegenden Arbeit die Gesamtheit derje-
nigen linearen Transformationen
,  au+[f

Y e W
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die die Eigenschaft haben, dass ihre Koeffizienten «, (3, v, § ganze Zahlen sind von der
Form u + ¢ - v, wo p eine imaginére dritte Einheitswurzel bedeutet und die ausserdem
der Bedingung geniigen

ad — fy = 1. (2)

Der Terminologie von Fricke folgend, wollen wir die Gesamtheit derselben die Pi-
cardsche Gruppe aus dem Zahlkorper der dritten Einheitswurzel nennen und sie mit I'y
bezeichnen. 1)

Es handelt sich nun darum, an die Gruppe I'; dieselben Betrachtungen anzukniipfen,
die wir im vorangehenden Abschnitt an die Gruppe I' gekniipft haben. Die Untersu-
chungen werden jenen dort vollkommen parallel verlaufen, so dass wir grossenteils nur
auf sie zu verweisen brauchen.

Es soll wiederum S die abkiirzende Bezeichnung sein sowohl fiir das System

a [
v o0
als auch fiir die Transformationen (1), die wir daher auch

v = Su

schreiben konnen. — Da in S nur das Verhéltnis a : § : v : § wesentlich ist, so
iibersieht man, dass in I'; auch diejenigen Transformationen enthalten sind, fiir welche
|S| = o oder = ¢? ist. Indem man nimlich in diesen Féllen (a3v ) ersetzt durch
(0-a,0-B,0-7,0-9) bezw. (0%, 0> 3, 0% -7, 0* - §), ersicht man, dass dann |S| = 1,
d. h. (2), erfiillt ist.

Bei gegebener Substitution S sind «, 3,7, bis auf ihr Vorzeichen bestimmt.

Auch hier ist es fiir die folgenden Untersuchungen oft von Vorteil, wenn man sich
nicht ganz auf die Gruppe I'y beschrinkt, sondern wenn man zu diesen noch diejenigen
Transformationen (1) mit ganzzahligen Koeffizienten hinzu nimmt, deren Determinante

S| =ad —pBy=-1

ist. — Diejenigen, fiir welche |S| = —p oder = —p? ist, sind darin inbegriffen, wie man
sofort erkennt. — Der leichteren Orientierung wegen wollen wir die so erweiterte Gruppe
mit I'; andeuten; es ist wieder I'; eine Untergruppe von I'; (analog wie in Abschnitt IT
die Gruppe T eine Untergruppe von I'; ist).

S soll in Zukunft immer eine Substitution der Gruppe I'; andeuten, wogegen wir

mit 7" eine beliebige ganzzahlige Substitution (3 g bezeichnen wollen, so dass nur
|T| % 0 sein soll.

Da bekanntlich die elementaren Rechnungsoperationen aus zwei Zahlen v + ov und
u' + ov' aus dem Zahlkorper der dritten Einheitswurzel immer wieder eine Zahl aus
demselben Korper entstehen lassen, und da ferner jede solche Zahl auch dem Korper

der komplexen Zahlen angehort, so folgt, dass die Entwicklungen in § 6, insbesondere

1) Die in Abschnitt IT besprochene Gruppe I' nennen wir, wie allgemein gebriiuchlich, kurz Picard-
sche Gruppe; im Titel dieser Abhandlung ist sie der grossern Deutlichkeit wegen Picardsche Gruppe
aus dem Zahlkorper der vierten Einheitswurzel benannt.
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das Formelsystem (3) und die daran gekniipften Erorterungen sich vollkommen auf die
neue Gruppe von linearen Transformationen {ibernehmen.
Seien p und ¢ zwei ganze Zahlen aus dem Zahlkorper der dritten Einheitswurzel,

so wollen wir u = = als rationale Zahl desselben bezeichnen. Besitzen p und ¢ keinen
q

gemeinschaftlichen Teiler ausser den Einheitsfaktoren, so nennen wir = einen reduzierten

q
Bruch. p und ¢ sind bei einem solchen bestimmt bis auf eine der sechs Einheitszahlen,

. . : . ep
— wir wollen eine solche mit e bezeichnen —, so dass u = — gesetzt werden kann.
eq
. . . . p . p
Wenn wir fernerhin von einer rationalen Zahl v = = sprechen, so soll immer = als

q
reduzierter Bruch vorausgesetzt werden.

Man erkennt auch: durch eine Substitution S (oder T') geht eine rationale Zahl u
immer wieder in eine rationale Zahl «’ iiber.

Ubergehend zur Interpretation an der Kugel £ ordnen wir zwei rationalen Punkten
r p T
w="Lund v = . die im Innern von R gelegene Verbindungssehne o = (5, g) zZu
q s

und bezeichnen den Wert der Determinante ps — ¢r als Invariante der Sehne o. Aus
den vorangehenden Erorterungen folgt, dass dieselbe nur bis auf einen Einheitsfaktor
bestimmt ist, und man sieht auch, dass sie ihr Vorzeichen &ndert, wenn die beiden
Endpunkte der Sehne miteinander vertauscht werden.

Ist die Invariante einer Sehne eine Einheit, so wollen wir die Sehne wieder Elemen-
tarsehne heissen. Man kann die Parameter v und v der Endpunkte einer Elementarsehne
immer so wahlen, dass die Invariante derselben gleich 1 wird, und zwar ldsst diese Wahl

immer noch sechs Moglichkeiten zu.

’
Ist u = 2—9, v = — die eine derselben, so ergeben sich die andern aus dem Ansatz
q s
e-p e -r
u=—

e-q’v_ e l.s
1
0 Y
der Gruppe I' Fundamentalsehne genannt.

Wie in § 7 iiberzeugt man sich von der Richtigkeit des folgenden Satzes.

oy = , ist auch hier wieder eine Elementarsehne; sie werde, wie im Falle

1. Satz: ,,Geht durch eine Substitution S (die wir der Gruppe I'; angehérend anneh-

/ /

men konnen) die Sehne (E, r iiber in die Sehne Zi/, T—/) , so haben beide Sehnen
q s qa s

dieselbe Invariante, insbesondere geht daher eine Elementarsehne immer wieder in
eine Elementarsehne iiber.*

Zum Schlusse dieses Paragraphen wollen wir wieder alle Substitutionen 7' bezw. S

aufsuchen, welche die beliebig angenommene Elementarsehne o = (E, i) aus der Fun-

q' s
damentalsehne oy = (0, 00) hervorgehen lassen. Der Weg ist vollkommen derselbe wie
in § 7.

Man findet

2. Satz: ,Alle Substitutionen T', welche die Sehne (0,00) iiberfithren in die Sehne

r
(1—9, — |, ergeben sich durch Zusammensetzung der Transformation (5 Z> mit
q s
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einer beliebigen Substitution U, die eine der beiden typischen Gestalten

au 16}
v =—und v = —

) YU

hat, wo «, (3, v,  beliebige ganze Zahlen aus dem Zahlkorper der dritten Einheits-
wurzel sind, von denen keine gleich Null ist.*

~ Wir wollen nun unter den Substitutionen U diejenigen herausgreifen, die der Gruppe
I'y bezw. I'; angehoren. Fiir diese ist

ad = —1 bezw. =1 oder
_6’7 = _1 9 = 1
Den sechs Einheiten
+1, +o, *0

entsprechend erhélt man die folgenden zwolf Substitutionen
10 o 0 o 0 0 —1 0 —o 0 —o?
0 1)’ 0 o)’ 0 0%’ 1 0 )’ 0> 0 )’ o 0
-1 0 -0 0 —0 0 1 0 o 0 o
0 1)’ 0 o)’ 0 o) \1 0)° o 0]’ o 0)’

die alle der Gruppe I'; angehoren und von denen diejenigen der obern Zeile in I';
enthalten sind.

Alle diese Substitutionen U fiithren die Fundamentalsehne oy = (0, 00) in sich iiber
und es sind dies auch die einzigen der Gruppe I'; bezw. I'y zugehérenden, die dies
leisten.

In analoger Weise wie in § 7 haben wir so eine Zuordnung konstruiert zwischen

Elementarsehne o und Transformation S = (Zq) Z) der Gruppe Ty, (bezw. Ty ).

o

. . . . p T
Wir lassen S die eindeutig bestimmte Elementarsehne o = (5, g) entsprechen.

r r
b und — sind die Endpunkte derselben. Da ps — qr = 1 ist, so sind zugleich b und —
q S q S
. _ : p r .
reduzierte Briiche. Ist umgekehrt die Elementarsehne o = (5, g) gegeben, so kdnnen

wir derselben die folgenden S-Substitutionen zuordnen

~1 _ ~1
(ep e_1r> and ( er e_1p>
eq e s —es e q

Dies sind scheinbar zwolf, da aber nur das Verhéltnis der Koeffizienten in Betracht
kommt, so reduziert sich die Anzahl derselben auf die folgenden sechs

(p T) (Qp @27’) (@219 97”)
q s)’ \oq 0*s)’ \o*q os

(—7’ p) (—QT 9229) (—@27’ @p>
—s q) ' \—os 0%q) \—0*s ogq
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. o . . (P T
Es sind das diejenigen sechs Substitutionen der Gruppe I'; die oy in (5, g)

itberfiihren.
Es gilt daher der folgende Satz.

3. Satz: ,Jeder Substitution S entspricht eindeutig eine Elementarsehne o. Umge-
kehrt sind jeder Elementarsehne o sechs S-Substitutionen zugeordnet®.

§ 24.
Die Substitutionen U der Gruppe I';.

Da eine Verwechslung ausgeschlossen ist, so behalten wir dieselben Bezeichnungen
bei, wie in § 8.

U soll irgend eine Substitution der Gruppe I'y bezw. I'; bedeuten, die die Funda-
mentalsehne o in sich transformiert. Unter (U) fassen wir diejenigen Substitutionen U
zusammen, die der Gruppe I'; und unter (U) diejenigen, die der Gruppe I'; angehéren.

Vorerst richten wir unser Augenmerk nur auf die Gruppe (U). Die Substitutionen
derselben wurden schon im vorigen Paragraphen angegeben, es sind das die folgenden:

6 69 () (DC LD
EOE DY () ()

Durch elementare Rechnung iiberzeugt man sich auch hier, dass die Substitutionen
(1) eine Gruppe bilden und zwar sind

Uy = (_09 ;2) und U, = ((1) (1)) (2)

die Erzeugenden dieser Gruppe. Die allgemeine Substitution derselben kann

(1)

U=Uil; (3)

gesetzt werden, wo r =0, 1, 2, 3, 4, 5 und s = 0, 1 zu nehmen sind. — In der Tabelle
(6) ist zu jedem der Systeme (1) die zugehorige Transformation U in der Gestalt (3)
angegeben.

Sind (a bbg ¢) bezw. (a by by ¢) die homogenen Koordinaten eines Punktes, so soll nun
untersucht werden, wie sich dieselben verdndern, wenn man sie einer Transformation U
unterwirft.

Erachtet man, dass die konjugiert komplexe zu po? ist, so ergibt das Formelsystem
(3) in § 6, wenn man die Systeme (2) substituiert

Ui(abbyc) = (a, —0%b, —oby, c),

Us(abbyc) = (cboba), (4)

bezw. wenn
_ —1+iV3

e 2
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genommen wird,

b1 — V/3by V/3by + b
Ul(aablub27c>:(a’7 : 9 27 12 276) (4/)

U2(aa bla b27 C) = (Ca bla _b27 a)'

Um die beziiglichen Formeln fiir die allgemeine Substitution U zu erhalten, miissen
wir die Transformationen (4) bezw. (4’) so oft wiederholen, als die Indices r und s in
(3) angeben.

In der folgenden Tabelle ist nun zu der allgemeinen Substitution U, gegeben in
der Gestalt (3), das zugehorige Koeffizientensystem verzeichnet, sowie die Koordinaten
(a' by by ') desjenigen Punktes, in welchen der Punkt (ab; bec) durch die betreffende
Transformation U {ibergefiihrt wird.

1 0
U{) (O 1) (abybyc)

— by —V3b by +0
Ul 0 02 (a’ 1 \/52’\/§1+ 270)
0 o 2 2
5 (0% 0 —by —V/3by V/3by — by
Ul 0 0 ((I, 2 ) 9 7C)
-1 0
U? 0 O) (CL, _bh _b27 C)
U4 1Y O (a’ —bl + \/gbg7 —\/gbl — bQ,C)
1\0 ¢? 2 2
2
5 (—o° 0 by +V/3by —V/3by + by
Ul 0 Q) (Cl, 2 ) 2 76)

1
1 O) (Ca b17 _b27 CL)
0 —Q0 b1 + \/§b2 \/gbl - bg
U1U2 92 0 > (Ca 9 ) 9 ,CL)
2 (0 0 —by +v/3by V/3by + by
U1 U2 0 O (Ca 2 3 2 ) a’)

-
[\
/\AAA/\/\O/—\/—\/—\/—\/—\

UPU, (1) _Q1> (¢, =b1,b2,a)
0 o —by — /3by —+/3by + by
Ull: | 2 O) (6 ——F——— )
0 —o? by — v/3by —V/3b, — by
UpU, o 0 )(c, SR 1)

Wie schon im vorigen Paragraphen bemerkt, gehéren von den zwolf obenstehenden
Substitutionen U,
Uy, UL, Ul UiUs, U, UPUs (7)

der Gruppe (U) an. Die sechs iibrigen

Uy, U, UYy Uy, UtUy, UlUs (8)
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gehen gliedweise aus jenen hervor durch Anfiigung der Substitution Uy .

An Hand der Tabelle (6) iiberzeugt man sich von der Richtigkeit der folgenden
Behauptung.

Die Transformation U; bedeutet eine Umdrehung des Raumes um die #-Achse des
urspriinglichen Koordinatensystems um 60°, die Transformation U; dagegen gibt eine
Umklappung des Raumes um die £-Achse um 180°.

Man findet daher, dass die Koordinaten von einem und nur von einem der zwolf
Punkte, die einander durch die Tabelle (6) zugeordnet sind, den Bedingungen geniigen

a 2 c, b + \/§b2 z O, by — \/§b2 > O, (9)

ist a = ¢, so soll noch by < 0 vorausgesetzt werden.

1. Bemerkung. Von den zwolf Punkten, die einander aequivalent sind durch
die Substitutionen der Gruppe (U), geniigen die Koordinaten eines und nur eines den
Ungleichungen (9).

Fasst man nur die Substitutionen der Gruppe (U) ins Auge, so gibt es deren sechs
(vgl. (7) oben). Geht man mit den Transformationen (7) in Tabelle (6), so findet man

2. Bemerkung. Von den sechs verschiedenen Punkten, die einander aequivalent
sind durch die Substitutionen der Gruppe (U), geniigen die Koordinaten eines und nur
eines den Relationen

a 2 C, by > 0, b1 + \/ng 2 0. (10)

Ist a = ¢, so soll noch b; — V3by =0 vorausgesetzt werden.

Die nebenstehende Figur veranschaulicht die Bereiche, die
durch die Bemerkungen 1 und 2 charakterisiert sind. Man
denkt sich den Punkt oo der Kugel & durch Ebenen ver-
bunden mit den Radien O A und O B. Die obere Hilfte des
keilformigen Kugelausschnittes, der zum Sektor A O B gehort,
mit Einschluss der Punkte des Sektors (A O 1) und der Ebene
(00O A), und mit Ausschluss derjenigen der Ebene (0o O B)
gehoren dem durch die Relationen (9) charakterisierten Berei-
che an. — Nimmt man endlich die obere Hélfte des Kugelaus-
schnittes, der zum Sektor A O C' gehort, inklusive der Punkte des Sektors (A O B) und
der Ebene (00 O A), exklusive derjenigen der Ebene (0o O ('), so erhélt man den durch
die Ungleichungen (10) charakterisierten Bereich.

§ 25.
Der Diskontinuitatsbereich der Gruppe I';.
Wenn man die Untersuchungen in § 9 verfolgt, so erkennt man leicht, dass die
dortigen Resultate zum Teil sich unverdndert von der Gruppe I' auf die neue Gruppe

I'; iibertragen lassen.
Man findet, damit die Entfernung des Punktes (abbgc) von der Elementarsehne

(j ?) ein Minimum werde, muss, wie dort

(a0 — bagy — boaryo + caayg)(addy — bBod — body + c613) (1)
= ein Minimum werden.
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Gestiitzt auf den Hiilfssatz § 3 folgt wieder

1. Satz: Ist P ein Punkt im Innern der Kugel R, so hat er von einer oder von mehreren,
stets aber nur von endlich vielen Elementarsehnen eine kleinste Entfernung.”

Wie in § 10 soll nun die Gesamtheit derjenigen Punkte (a by by ¢) bestimmt werden,
die von der Fundamentalsehne (0, 0o) einen kleineren oder doch nicht grosseren Abstand
haben, als von jeder andern Elementarsehne. Wir werden auch hier zeigen, dass der
gefundene Bereich einen Diskontinuitéatsbereich der Gruppe I'y bildet.

Da bei den Transformationen U oy in sich {ibergeht, so haben alle zwo6lf Punkte, die
einander zugeordnet sind durch Tabelle (6) § 24, von derselben die ndmliche Entfernung.
Man konnte sich daher in den nun folgenden Untersuchungen etwa auf denjenigen der
zwolf Punkte beschrianken, dessen Koordinaten den Ungleichungen (9) § 24 geniigen,
doch geniigt es vorerst, nur an der ersten jener Bedingungen festzuhalten. — Wir be-
trachten also nur solche Punkte (a by by ¢), deren Koordinaten die Bedingung

azc (2)

befriedigen. — Fast wortlich dieselbe Diskussion wie in § 9 ldsst die Richtigkeit des
folgenden Satzes erkennen.

2. Satz: ,Ist (aby by ¢) ein innerer Punkt der Kugel K, und soll derselbe von der Sehne
0y eine kleinere oder doch nicht grossere Entfernung haben, als von jeder andern
Elementarsehne o, so miissen seine Koordinaten die Ungleichung

apipro — bAopt — boAjtg + cAXg = a (3)

erfiillen. Darin bedeuten A und p zwei beliebige ganze Zahlen aus dem Zahlkorper
der dritten Einheitswurzel, die keinen gemeinschaftlichen Teiler haben und von
denen die zweite p nicht gleich Null sein darf. Es ist dabei noch die Voraussetzung
getroffen, dass die Koordinaten des Punktes der Bedingung (2) gentigen.“

A
— ergibt den einen Endpunkt der Elementarsehne o; und zwar ist es fiir diejenigen
1

1
Elementarsehnen, die durch den Punkt <6> hindurchgehen, der andere Endpunkt.

Wir werden nun zeigen, dass die Ungleichung (3) fiir jede Elementarsehne o erfiillt
ist, wenn sie durch die folgenden sechs Zahlenpaare (A ) befriedigt ist,

(171)7 (179)7 (1792)a (1’_1)’ (L_Q): (17_92)'

Substituiert man dieselben in (3), so findet man, dass die Koordinaten (a by by c) des
betrachteten Punktes den folgenden Relationen Geniige leisten miissen

C+2b1§0 C—2b120
¢+ b4+ V3 20 ¢ —b; —V3by =0 n
c+b—V3b 20 c—b+V3by =0

wozu noch tritt a = c.
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Der Beweis fiir die obige Behauptung ist der folgende. Geniigen die Koordinaten
eines Punktes den Ungleichungen (4), so kann man

a=A+|b|+V3|bsl; c=C+ |bi| + V3|bs]
setzen, wo
Az2C=20

ist, und wo |b;| und |by| die absoluten Betrige von by, und by bedeuten. Setzt man diese
Ausdriicke fiir @ und fiir ¢, sowie b = €|by| +in|be| (wo € und n = £1 sind) in (3) ein, so
geht jene Ungleichung iiber in

Apipo + CAXo + [b1|( — €X) (1o — €Xo)

a(Ap) = 1 (1 4+ inA) (po — inAo) } 2 A+ [bi| +V3bao|,  (5)
{ +v/3|bs | [(1 - %)()\Ao + ppo) + \/go ° }

wo a(A p) die Abkiirzung ist fiir die linke Seite dieser Ungleichung.

Da 5 >1-— ﬁ > 3 ist, so erkennt man, dass (5) immer erfiillt ist, wenn
fy A pr— €A 5 0,0,0 und
Ao + pipto 2 3

ist. Nach Voraussetzung ist p # 0, es sind daher nur die folgenden Félle eingehender zu
diskutieren:

a) A =0, dann ist 4 = 1, und man erhilt @ = A + |by| + v/3|by| [1 = a.

1 1
MRS
V3 V3
b) ©— e\ =0, in diesem Falle werden A und p Einheiten und zwar, wie man leicht
verifiziert, so dass wieder (u + inA)(po — inXo) = 2 wird. Man erhélt daher a =

1 2
A+C+\/§|b2|[(1— ﬁ>2+ﬁ} — A+ C +2V3ba] = a+c— 2|by|; und da,

wie man aus (4) entnimmt, ¢ — 2|by| 2 0 ist, wird auch a 2 a.

c) Ao+ o = 1, dies tritt nur dann ein, wenn A = 0, p = 1 ist; dieser Fall ist unter
a) erledigt.

d) Ao + ppo = 2, hier ist nur noch die Moglichkeit zu diskutieren, dass A und
i Einheiten sind. Nehmen wir A = 1, 4 = e (eine beliebige Einheit aus dem
Zahlkorper der dritten Einheitswurzel) an, es wird dann

(1 — €eX)(po — €Xo) =2 — (e + €o);
(1 +inA) (o — inXo) = 2 +in(e — eo).

Wenn e eine reelle Einheit ist, so wird e+ey = £2, e—ep = 0, also (u—e) (o—€Xg) =
242 und (j-+in)\) (10— inho) = 2. Man findet dann @ = A+C+ |by|(242) +v/3|b| [(1—

1 2
— 2+—] = A+C+(24+2)|by|+2V3|by| = a+c+2|b , woraus man wieder (zufolge
75)2+ 7 (222)lba| +2v3lbe b (mfolg

(4)) erkennt, dass @ = a ist.
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Ist e eine komplexe Einheit, so wird e + ¢y = %1, und i(e — ¢y) = /3, also
(11— eN) (o — €Xo) = 2+ 1; (u + N\ (po — inho) = 2 + /3; daher erhilt man a =

1 2++v3

A+ C+|bi|(2£1) /3| bs| Kl_ﬁ)ﬂ%} — AL C+|by(2£1) +V3]bo| (2£1) =
a+ ¢+ |by| & /3|by|. Zufolge (4) iibersiecht man, dass auch in diesem Falle @ > a erfiillt
ist.

Dies sind die einzig moglichen ungiinstigen Fille; wir haben gezeigt, dass auf Grund
von (4) in jedem derselben die Ungleichung (5) und also auch (3) befriedigt bleibt. Der
gewiinschte Beweis ist damit erbracht; wir fiigen demselben noch die folgende Bemer-
kung bei in Form eines Satzes.

3. Satz: ,,Sind (ab; by ) die Koordinaten eines Punktes und geniigen dieselben den
Ungleichungen (4), so dass an keiner Stelle, ausgenommen etwa bei a 2 ¢, das
Gleichheitszeichen eintritt, so hat der betreffende Punkt von der Fundamental-
sehne oy eine kleinere Entfernung, als von jeder andern Elementarsehne o. —
Tritt dagegen an irgend einer (der in Betracht kommenden) Stellen statt des
Grosserzeichens das Gleichheitszeichen ein, so hat zwar der Punkt von oy im-
mer noch eine kleinste Entfernung, aber es gibt dann und nur dann noch eine
oder mehrere andere Elementarsehnen o, von denen der Punkt (a by by ¢) dieselbe
Entfernung hat, wie von oy.”

Der Grenzfall a) oben, wo a nur gerade = a wird, scheint allerdings sich dem eben
ausgesprochenen Satze nicht unterwerfen zu wollen. Nimmt man aber den zweiten,

1
von 1 verschiedenen Endpunkt der Sehne o, so wird fiir diesen, da er nicht mit —

zusammenfallen kann, sicher a > a, so dass also auch in diesem Falle Satz 3 gewahrt
bleibt.

Wir fassen nun die Gesamtheit derjenigen Punkte ins Auge, die den Bedingungen
(9) § 24, sowie den Ungleichungen (4) oben geniigen. (Von den letzteren kommt nur
noch eine in Betracht.) Sie ist charakterisiert durch

a z C; b1 + \/§b2 z O, by — \/gbz > O, c— 2b; z 0. (Ba>

Die betreffenden Punkte liegen im Innern und auf
der Begrenzung eines Tetraeders, dessen Seitenflachen
in rechtwinkligen Koordinaten (£ n ) die folgenden Glei-
chungen haben

0=0, €+V3n=0; £€—V3n=0; 26+6-1=0.

Die Punkte der ersten dieser Seitenflichen gehoren
nur teilweise, die der dritten gar nicht dem durch (B,)
definierten Bereiche an (vgl. (9) § 24).

Es soll nun zu dem eben erwidhnten Tetraeder noch
dasjenige hinzugenommen werden, das aus ihm durch die Substitution U; hervorgeht.
Die beiden stossen an der Ebene £ — \/377 = (0 aneinander und erfiillen zusammen einen
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pentaedrischen Raum Py, dessen Basisfliiche aus der nebenstehenden Figur ') ersichtlich
ist; ndmlich der Rhombus (Oabc).

Wir wollen den Bereich der zu P, gehorenden Punkte durch folgende Definition
genauer umgrenzen.

Definition. Zum Pentaeder F, sollen alle Punkte gehoren, die im Innern desselben
liegen. Ferner von der Begrenzung diejenigen, die den Dreiecken (00 O a), (00 ab) und
(O ab) angehoren. (oo bedeutet den Punkt oo der Kugel £.) Sie befriedigen die folgenden
Ungleichungen

by >0; b+ V3by=0; ¢—2b=20; c—b —V3by>0
a > cund a = ¢, wenn noch b; — v/3by = 0 ist.

(B)
Vergleicht man die Bemerkung 2, § 24, insbesondere die Ungleichungen (10) dort
mit (B) oben, so erkennt man, dass durch die Substitutionen der Gruppe (U) (vgl. (7)
§ 24) das Pentaeder Py in sechs zu ihm aequivalente Rédume iibergeht, die zusammen
ein Dodekaeder einfach und liickenlos ausfiillen.
Wir wollen dasselbe mit 7 bezeichnen, es gilt dann der

4. Satz: ,Ist @ ein Punkt von T, so gibt es immer einen und auch nur einen Punkt
o, der dem Pentaeder F, angehort, und der durch eine Substitution der Gruppe
(U) aus @ entspringt.“

Damit ein Punkt @ dem Dodekaeder Tj angehore, miissen seine Koordinaten (a by
by ¢), wie sich beim Ubergang von Py auf T ergibt, den folgenden Bedingungen geniigen

a = 2|b;| c 2 2|b|
a > |by + v/3bs| ¢ > |by + V/3by] (B')
GZ|51—\/§b2| cZ ‘bl—\/§b2|-

Wir bemerken, dass die Bedingungen (B’) sich nicht vollkommen decken mit den-
jenigen, die fiir 7] gelten, indem an einzelnen Stellen die Gleichheitszeichen wegfallen
miissten.

Nur bei Anlass der Diskussion des Diskontinuitédtsbereiches der Gruppe I'; werden
wir nochmals Gebrauch machen von 7j, sonst aber wollen wir als Fundamental-
dodekaeder Tj, das durch die Bedingungen (B’) charakterisierte, ansprechen. —
Wir erhalten sofort ein anschauliches Bild von T, wenn wir uns in der Figur p. 71 die
Seiten des (im Innern des Kreises gelegenen) regulidren Sechseckes durch Ebenen mit
den Punkten 0 und oo der Kugel £ verbunden denken. Die zw6lf Ebenen umbhiillen ein
Dodekaeder, die Punkte im Innern und auf der Begrenzung desselben gehéren Ty an.

Wenn man die Ungleichungen (4) und (B’) miteinander vergleicht, so sieht man,
dass, wenn die Koordinaten eines Punktes den Bedingungen (4) geniigen, sie dann auch
(B’) befriedigen. Man erhélt so aus Satz 3 den folgenden

1) Die obenstehende Figur kann sehr leicht konstruiert werden. Man markiert auf dem Kreise die
Punkte des reguléren Sechseckes (1, —0?, 0, —1, 0%, —p) und verbindet zwei nicht konsekutive und nicht
diametral gegeniiberliegende Punkte durch eine Sehne. Diese umhiillen das innere Sechseck.
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5. Satz: ,,Besitzt der Punkt (abybsc) von der Fundamentalsehne oy eine kleinere
Entfernung als von jeder andern Elementarsehne o, so liegt er im Innern des Fun-
damentaldodekaeders Tj. Besitzt der Punkt von der Sehne oy immer noch eine
kleinste Entfernung, gibt es aber noch andere Elementarsehnen, von denen er eine
ebenso kleine Entfernung hat, so liegt er auf der Begrenzung von Tjy. Zugleich ist
auch die Umkehrung dieser Behauptungen erfiillt.*

Dass in der Tat auch die Umkehrung der Behauptungen im ersten Teil des Satzes 5
erfiillt ist, lisst folgende Uberlegung erkennen. Geniigen die Koordinaten eines Punktes
den Relationen (B’) und ausserdem der Bedingung a = ¢, so geniigen sie auch (4).
Ist aber a < ¢, so unterwerfen wir den Punkt der Transformation (Us), wobei seine
Entfernung von o( nicht gedndert wird; wie man sich sofort iiberzeugt, kommt man
dann auf den vorangehenden Fall, die Umkehrung gilt also unbedingt.

0o wollen wir die Hauptdiagonale des Fundamentaldodekaeders Ty nennen.

Jede Substitution, die Tj in sich transformieren soll, muss auch o in sich iiberfiihren;
es folgt daher

6. Satz: ,,Die Substitutionen der Gruppe (U) sind die einzigen in I'; enthaltenen, die
Ty in sich selber iiberfiithren.*

Ferner gilt

7. Satz: ,Jeder Elementarsehne o = (g g) gehort ein bestimmtes Dodekaeder T’
y

an, das aus Ty durch die Substitution S =

@ ?) hervorgeht, bezw. durch die
Substitutionen S U, wo U jede der Transformationen der Gruppe U sein kann. o
ist Hauptdiagonale von 7" und die Punkte im Innern und auf der Begrenzung von
T besitzen von jeder andern Elementarsehne eine grossere oder wenigstens eben
so grosse Entfernung wie von der Sehne .

8. Satz: ,Die Gesamtheit der Dodekaeder T erfiillt das Kugelinnere einfach und
liickenlos.

Der Beweis hierzu ist derselbe wie zu Satz 6 § 10.

9. Satz: ,Ist @ ein Punkt im Innern der Kugel K, so gibt es wenigstens einen Punkt
Qo des Dodekaeders Ty, der () aequivalent ist beziiglich der Gruppe I'y.“

Es ist dies unmittelbare Folge von Satz 7 und 8.

Entweder gehort der Punkt (g bereits nicht nur dem Dodekaeder T an, sondern
auch dem Bereiche T{, oder aber er gehort diesem letzteren noch nicht an. Nehmen wir
an, er gehore T noch nicht an, Qg liegt dann auf einem gewissen Stiick der Begrenzung
von Ty.

Wenn man die Begrenzung von T{ (so weit eine solche iiberhaupt existiert) genau
betrachtet und wenn man beachtet, dass die Transformationen

1 € I oy .. 2
(0 1) und (6 1) fiir e = £1, 0, +0 (6)
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der Gruppe I'1, angehoren, so findet man, dass durch je eine der zwolf Substitutionen

(6) der betreffende Punkt @)y iibergefiithrt wird in einen Punkt @), der nicht nur Tp,

sondern auch T{ angehort. Fasst man anderseits die Begrenzung von 7} ins Auge, sowie

die Begrenzungen derjenigen zwolf Gebiete 77, die aus T{ durch die Transformationen

(6) entspringen (soweit solche Begrenzungen vorhanden sind), so erkennt man, dass die

betreffenden Ebenenstiicke die Begrenzung von T} einfach und liickenlos iiberdecken.
Aus dieser Bemerkung und ferner aus Satz 4 und 9 folgt

10. Satz: ,,Ist () ein beliebiger Punkt im Innern der Kugel, so gibt es immer einen und
auch nur einen Punkt @)y, der dem Pentaeder F, angehort und der () aequivalent
ist durch eine Substitution der Gruppe I';.“

In der Tat kann es auch nicht zwei Punkte @y und @, geben, die diese Eigenschaft
besitzen, sonst miissten dieselben einander aequivalent sein beziiglich einer Substitution
S, die nicht in (U) vorkommt (vgl. 4. Satz). Durch S ist ein 7] korrespondierender
Bereich 7" bestimmt, der aber, wie wir wissen, keinen Punkt mit 7] und also auch
keinen mit Py gemein hat, was auf einen Widerspruch fiihrt.

Man kann daher das Pentaeder Fy als Diskontinuitdtsbereich in enge-
rem Sinne der Gruppe I'y, ansprechen. Der ndmliche Umstand wie in § 10 veranlasst
uns auch hier, das Fundamentaldodekaeder Tj in erweitertem Sinne als Diskonti-
nuitdtsbereich der Gruppe I'y zu bezeichnen.

§ 26.
Die Reduktion der definiten Hermiteschen Form.

Die Theorie der Reduktion der definiten Hermiteschen Form durch die Gruppe I'; ist
nichts anderes als eine Ubertragung der Entwicklungen in § 12 u. ff. von der Gruppe T’
auf die Gruppe I';. Da die Diskussion im wesentlichen dieselbe ist wie dort, so verweisen
wir der Hauptsache nach nur auf jene.

Wir stellen folgende Definition auf.

Definition. Die definite Hermitesche Form soll dann und nur dann reduziert heis-
sen (im Sinne der Gruppe I';), wenn der Représentant derselben dem Fundamentaldo-
dekaeder T angehort.

Die Untersuchungen in § 12 kénnen wortlich in jener Gestalt hierher ibernommen
werden, mit der einzigen Modifikation, dass an Stelle des durch die Ungleichungen (4)
dort charakterisierten Bereichs derjenige tritt, der durch die folgenden Bedingungen
definiert ist,

a>c by +V3by=0; by —3by>0 (1)

(vgl. Bemerkung 1, § 24). Bei der Reduktion soll also von denjenigen zwolf Punkten,
die einander zugeordnet sind, durch die Substitutionen der Gruppe (U) immer der ins
Auge gefasst werden, der den Relationen (1) gentigt; (a by be ¢) sei derselbe.

Ist fiir ihn nicht zugleich auch

befriedigt, so gehort er T noch nicht an (vgl. (B) § 25), und die Transformation

v=o 1)
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die
aina—2b;+c by in by

(3)

iibergehen l&sst, ndhert dann den Représentanten der Form der gewiinschten Lage im-
mer, so lange (2) noch nicht erfiillt ist. Analog wie oben (§ 12) ldsst sich zeigen, dass
diese Endlage fiir jede definite Hermitesche Form nach endlich vielen Operationen (3)
eintritt.

Es sei noch erwihnt, dass es zu einer gegebenen Form (abbyc) zwolf im Sinne der
Gruppe I'; aequivalente reduzierte Formen gibt; wir wollen eine solche (A B By C) bezw.
(A By By C) schreiben. Sie sind gegeben durch Tabelle (6) § 24, wenn man dort a, by, by, ¢
ersetzt durch A, By, By, C'.

Sollen aus diesen zwo6lf Formen diejenigen herausgesucht werden, welche der ur-
spriinglichen Form aequivalent sind beziiglich der Gruppe I'1, so ist die Diskussion die
folgende. Ist (A By By C) derjenige Punkt, auf welchen wir bei dem oben besproche-
nen Verfahren endlich gefiihrt werden, der also insgesamt den folgenden Bedingungen
genugt

byin by — ¢ cin ¢

A>C; By ++V3B,>0; B, —V3B,>0; C—2B; >0, (4)
so entspricht der successiven Uberfithrung des Reprisentanten (abybyc)in (A By By C)
eine Substitution von der Form

R=UNUSNUPUPNUPBUSENUT . .. (5)

Hier ist nun |N| = 1, wéhrenddem |U;| = —1 und |Us| = —1 ist (vgl. (2) § 24); es

wird also
[R| = (bt

und man ersieht hieraus folgendes:

Bemerkung. a) Ist R so, dass 71 + 51+ 12+ Sy + 73+ -+ = 2n ist, wo n eine ganze
rationale Zahl ist, so wird |R| = 1; R ist eine Substitution der Gruppe I';, und es sind
(A7B17327O)7 (07%(31—'_\/332)7%(\/331_B2>’A);

(A7 %(_Bl - \/gBQ)a %(\/gBl - Bg), C)a
(07 %(Bl - \/532)7 %(_\/gBl - B2>7A);
(A, 2(=B1 +V3B,), L (—V3B, — By),C),  (C,~Bi,~Bs, A)

2

die zur urspriinglichen aequivalenten reduzierten Formen.

b) Ist aber in R r;+ sy +ry+sy+7r3+--- = 2n+ 1, wo n dieselbe Beschaffenheit hat
wie oben, dann ist |R| = —1, dagegen ist dann |U; R| = 1, d. h. U; R ist eine Substitution
der Gruppe I'1, und es werden, wie die Bemerkung, die an (8) § 24 gekniipft wurde,
lehrt,

(A, 3(B1 = V3B,),3(V3B, + By),C), (C, By, —Bs, A);
(A, =B1,=B5,C),  (C.3(=B1+ V3By), 5 (V3By + By), A);
(A, (B + V3B,), }(—V3B: + By), C),
(C,1(=By — V3B,), L(—V3B, + By), A)
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die zugehorigen reduzierten Formen.

Auch hier kann die Anzahl der zur Form (abbyc) gehorigen reduzierten Formen
grosser oder kleiner sein als sechs (bezw. zwolf), was dann eintritt, wenn der Re-
prasentant der reduzierten Form im Dodekaeder T eine besondere Lage einnimmt.

Beispiel.?)

Form (107,59 — 419,59 — 41¢%, 71).

a bl bQ C U a b_l b_Q c a— 2b_1 +c b_l —C
107 793 —v/3-205 71 19 81
19 81 —v3.201 71|UPU, |71 35 V3.6 19 20 16
20 16 3-6 19| U? |20 17 —/3-5 19 5 -2
5 -2 =35 19|UU,|19 8L —V3.1i 5 7 31
7 32 V31 5| U | 7T 4 V31 5 4 -1
4 -1 3 5|U2U,| 5 2 0 4
Reduzierte Form (5, 2, 0, 4) oder (5, 2, 2, 4).
240 -2
R = U?Uy,NU,NUUyNUPNUPU,N = (1 Cdp 3o 5@) .
Wie man sieht, ist in unserem Beispiel 1 + s1 + 79 + s + - -+ = 20, also folgt aus

obenstehender Bemerkung, dass die zu
(107,59 — 41 - 9,59 — 41 - ¢, 71)

aequivalenten reduzierten Formen die folgenden sind

(5, 2, 0, 4) (4, 1, V3, 5)
(5—1, V3, 4) (4,-2, 0, 5)
(5,—1,—V/3, 4) (4, 1,—V3, 5).

Da ausserdem die reduzierte Form (A By By C) der Bedingung geniigt C' — 2B; = 0,
so liegt der Représentant derselben auf der Begrenzung des Fundamentaldodekaeders
Ty, und es treten zu den obigen noch die folgenden weiteren reduzierten Formen hinzu

(5—-2, 0, 4) (4,—1,—/3, 5)
(5, 1,—V3, 4) (4, 2, 0, 5)
(5, 1, V3, 4) (4,—1, V3, 5).

Die transponierte zu
2+0 -2 240 1449
(1 +40 3 59) also ( 2 —3-5p

ist eine der Substitutionen, die die urspriingliche Form in eine reduzierte Form iiber-
gehen lassen.

1) Eine Erliuterung der Tabelle ist nicht mehr notwendig, dieselbe ist konform derjenigen in § 13.



7

§ 27.
Reduktion der Dirichletschen Form.

Das Prinzip, das der Reduktion der Dirichletschen Form (a b ¢) zugrunde gelegt wird,
ist dasselbe wie im Falle der Reduktion durch die Gruppe I' (vgl. § 15 und ff.).

Wir stellen die folgende Definition auf.

Definition. Die Dirichletsche Form (abc) soll reduziert heissen (im Sinne der
Gruppe I'1), wenn die reprisentierende Sehne (abc) derselben wenigstens einen Punkt
mit dem Fundamentaldodekaeder Ty gemein hat.

Die einzige Modifikation, die gegeniiber den Entwicklungen in § 10 auftritt, ist die
durch die Gruppe (U) bedingte (wie das schon in § 26 der Fall war, bei der Reduktion
der definiten Hermiteschen Form).

An Hand von (3) § 15 findet man bei Substitution der Systeme die in (6) § 24
angegeben sind

(abe)U? = (abc) (abc)U2 = (cba)
(abe)Uy = (0*-a,—b,0c)  (abc)UsU, = (0*c, —b, 0a)
(abe)UE = (0-a,b,0*-¢c)  (abc)UsU = (0-¢,b, 0* - a) )
(abe)UP = (a, —b,¢) (abe)UsU; = (¢,—b,a)
(abc)Ul = (0*-a,b,0-c) (abc)U =(0®-¢,b,0- a)
(abo)Uy = (¢-a,=b,0* - ¢) (abe)lbUy = (0~ ¢,~b, 0" - a)
und hieraus berechnet man weiter
(abg + beo)UY = (aby + beg) (aby + bco)U2 = (apb + byc)
(abg + beo)Uy = —0?(abg + beo) (aby + beo)UsUy = —0*(agh + boc)
(abg + beo)UT = o(aby + beg) — (aby + ch)U = 0(aph + boc) @)
(abg + beo)U; = —(aby + beg) — (abg + bep)UsU = —(agh + byc)
(abg + beo)Uy = 0*(abg + beo) — (aby + ch)UQU1 = 0*(aob + byc)

(aby + bco)U? = —o(aby + bey)  (abgy + beg)UsUP = —o(agh + boc).

Von den zwolf Formen, die einander aequivalent sind beziiglich der Substitutionen
der Gruppe (U), wahlen wir nun immer diejenige eindeutig bestimmte, deren Koeffizi-
enten den folgenden Ungleichungen geniigen

lc| = |a|; —R(abg + bey) + V/3J (aby + beg) = 0;
— R(abo + beg) — V/3J (aby + beo) > 0, (3)

— diese Bedingungen treten an Stelle von (2) § 18. — Sei (abc¢) selber diese Form.
Ist nun der Ausdruck

B = \ DDO + aag + bbo + QR(CLb() + bCo) ; 0, (4)
so ist die Form (abc) bereits eine reduzierte. Ist aber (4) nicht erfiillt, so ersetzen wir

a durch a

b durch a + b (5)
¢ durch a + 2b + ¢,
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von der neuen Form, die wir dabei erhalten, wissen wir, dass ihre reprasentierende Sehne
sich der gewiinschten Lage angenéhert hat und dass dies immer statt hat, solange (4)
noch nicht erfiillt ist. Der Beweis, dass die gewiinschte Endlage nach endlich vielen
Operationen eintreten wird, ist vollkommen derselbe wie in § 18.

Zu dem in nebenstehender Tabelle durchgefiihrten Beispiele der Reduktion einer
Dirichletschen Form sei noch folgendes erwéhnt.

Wenn man die reellen und imaginéren Teile von (aby + bcy) und von

+1; +o= i<_1+—\/§'l>; j:QQ — j:<_1_—l\/§)
2 2
betrachtet, so ersieht man leicht aus Tabelle (2), welche der Transformationen U die
vorliegende Form in diejenige Form {iiberfiihrt, deren Koeffizienten den Ungleichungen
(3) geniigen; aus Tabelle (1) entnimmt man nachher die Koeffizienten selber, welche
man, so lange als notwendig, der Operation (5) unterwirft.

Beispiell)
Form (73 — 81 -9, =27+ 539, 8 — 33 p).
D=9+4+59-0;, /DDy=55+6, wo0<60<1.
a b c aag  ccg  —(abp+bey) U bbg B-0

73—8l-0 —27+53-0 8-33-0| 17803 1417 119141+ 10742 V3| U, |[4969 | —17388
8—33-0 —19+20-p0 27-8-p | 1417 1009 22241+4i-4271-v/3 | U, | 1141 | —2244

27-8 - p 8+12-0 —3—p 1009 7 24+4i-208-v3 | UpUy | 112| —474
2430  —6-9-0 —6+1d-p 7 316 96—i - 69 - /3 U, 63| —112
1-2.0 T+7-0 —1-4-p 713 21 49 +69

Reduzierte Form (1 —2-9, 7+ 7-90, —1 —4- ).
o =2
R: UQNUQNUQUlNUlN: (202 —3+Q)

Dieselbe Bemerkung, die wir in § 26 an die Substitution R gekniipft haben, gilt auch
hier.
Wie man sieht, ist in unserm Beispiel 1+ s +7r3+ 82+ - - = 5; es ist daher |R| = —1,
und
(1-2-0,74+7-0,—1—4-p)

ist daher nicht eine zu
(73 —81-0,—27+ 53 0,8 =33 0)

aequivalente reduzierte Form im Sinne der Gruppe I';. Um auf eine solche zu kommen,
miissen wir dieselbe nochmals der Substitution U; unterwerfen; es ist dann

eine der gewiinschten Formen.

1) Der Aufbau der Tabelle ist vollstéindig derselbe wie in § 19 pg. 52.
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Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass die Diskussion der §§ 20 und 21 fast wortlich
auf die Gruppe I'; iibernommen werden kann. Analog wie in dem letzten der beiden
bezeichneten Paragraphen kann gezeigt werden: Wenn die Dirichletsche Form (abc) so
beschaffen ist, dass die Koeffizienten ganze Zahlen aus dem Zahlkorper der dritten Ein-
heitswurzel sind, so gibt es notwendig immer solche Transformationen S, die die Form
in sich iiberfithren, wobei S von der identischen Substitution verschieden vorausgesetzt
ist. (Wie leicht verifiziert werden kann, tritt in den Bedingungen a und b § 21 an Stelle

von \/5\/§)

Den Gedanken, welchen die vorliegende Arbeit verfolgt, d. i. die Begriindung der
Theorie der Transformationen einer Form auf eine projektive Invariante, verdanke ich
meinem verehrten Lehrer Herrn Prof. Dr. A. Hurwitz. — Hierfiir, wie auch fiir die
iibrigen freundlichen Ratschldge, mochte ich ihm an dieser Stelle herzlich danken.
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